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Introducao

Seja p um nimero primo. Os numeros p-adicos, assim como os nimeros reais,
sao limites de sequéncias dos niimeros racionais; com a diferenca que tais
limites sdo tomados com base na norma p-adica, ao invés da norma usual em
R.

Introduzidos ha cerca de cem anos na Aritmética, vém a tona recentemente
mais e mais aplica¢gdes analiticas, por exemplo, na Geometria Diferencial
(IGSg92]) ou nos Sistemas Dinamicos ([RLog3]).

Definicao Provisoria
Mais precisamente, a norma p-ddica de um numero inteiro a é definida por
laly :=p°, onde p” é a maior poténcia de p que divide a;

isto €, a norma p-adica |-, mede quantas vezes p divide . Em contraste com a
norma usual, observe que a norma p-adica de p” diminui quando o expoente n
cresce. Vejamos alguns exemplos:

e Para p = 2 temos [12] = |223], =272, e
* para p = 3 temos [12|3 = |31 - 2%|3 = 371,
Em analogia a expansao decimal dos nimeros reais, por exemplo,
V2=1,414...=1+4-10"+1-102+4-107%. .
todo nimero p-adico a tem uma expansado p-adica,
a:a_Np_N+---+ao+a1p1+--- , coma; €{0,...,p—1}
que converge em relacdo a norma p-adica. Ao compararmos, trocamos
+ as poténcias de 107! pelas de p, e
* os algarismos decimais 0,...,9 pelos algarismos 0,...,p -1, e

* a norma da convergéncia pela norma p-adica.



Por exemplo, para p = 2, obtemos uma expansdo binéria infinita
10011...=20+23+ 9% + ...

A contra-intui¢do que quanto maior a poténcia de p, menor a sua norma p-adica
justifica-se na resolucao de equacdes polinomiais médulo p": Por exemplo, para
p =5, sdo zeros p-adicamente mais e mais proximos, isto é, modulo p, p?, p3,
p*...de X2 +1 = 0 os numeros inteiros

4,4+1-54+1-5+3-524+1-5+43-52+1-52+--.
que podemos encontrar iterativamente:
1. Para X? = -1 mod 5, existem as duas solugdes x = +2 mod 5.

2. Para X? = -1 mod 5%, uma solugdo x satisfaz em particular X* = -1
mod 5, logo, ¥ = +2 mod 5. Optemos pela solu¢do x = 2 mod 5. Logo,
buscamos x = 2+ x7 - 5 tal que

x> +1=5+20x = 5%,

logo 5% divide 5 + 20x1, se, e somente se, 5 divide 1 + 4x1, logo x1 =1
mod 5. Obtemos x =2 +1 -5 como solucio de X? = -1 mod 52.

3. Para X? = -1 mod 5" para n > 2, procedamos por induc¢io: Suponha

2 = -1 mod 5". A solucio x

2 = —1 mod 5", isto &,

que tenhamos obtido uma solu¢ao ¥ para
médulo 5"t tera a forma x = % + x,5". Como &
%% +1 = 5"a para algum inteiro @, obtemos

0=x>+1= 7 +1+2%x,5" = 5"(a + 2%x,) mod 5"

Logo a +2%x, = 0 mod 5. Como #2 =4mod 5, 0 primo 5 nao divide X, e
esta equacao tem uma unica solucdo.

(Em geral, é o Lema de Hensel que garante que a resolubilidade desta equagao
modulo p implique a p-adica.) A solugdo p-adica

4+41-5+3-5241-5%+--.

assim obtida converge p-adicamente a solugio X? +1 = 0.



Iv ue par A% = = n par
Observamos que para x em Z, vale x = 0 se, e somente se, x = 0 mod ara
qualquer inteiro z, ou, equivalentemente, pelo Teorema Chinés dos Restos se,
e somente se,

x¥ =0 mod p" para qualquer primo p e expoente n.

Logo, para P em Z[X], quanto maior o expoente n para o qual P(x) = 0
mod p", mais préoximo esta x de um zero inteiro.

Estas sequéncias assim obtidas formam um anel, o anel dos inteiros p-adicos
Z,. Acabamos de calcular uma solucao p-adica de X2+1=0para p=5. Qual é
a expansao p-adica de —1, a solu¢do de X+1 = 0? Esta solucdo ja era conhecida
por Euler, mas ainda nio tinha um sentido matematicamente rigoroso: Temos

A=(p-D+(p-1) p+(p-1) p*+- (01)
De fato, a série geométrica

1
=1+x+x2+--
1-x

para x = p resulta em
1
—— =1+p+p*+---
T " lrres
e multiplicacdo por p—1 leva-nos a (0.1). Enquanto no mundo real o significado
da série de (0.1) permanece obscuro, no mundo p-adico converge perfeitamente.

Conteddo

Ap6s a introdugdo dos numeros p-adicos, compararemos as nogdes fundamen-
tais da Analise real e p-adica, as suas analogias e diferencas. Uma delas é a
condicdo da diferenciabilidade, que para fungdes sobre os numeros p-adicos
se revela mais restritiva. Tal restricdo dificulta a verificacao da diferenciabili-
dade para ordens superiores; esta dificuldade sera amenizada por duas outras
descri¢oes da diferenciabilidade: o polinémio de Taylor e bases ortonormais.
Notadamente, pela base ortonormal dos polinémios de Mahler, obteremos uma
caracterizagdo geométrica para as integrais sobre os nimeros p-adicos.

Para uma leitura mais satisfatoria, este livro pressupde, além dos conheci-
mentos matematicos do ensino médio, uma familiaridade

* com a no¢ao de um anel recordada em Apéndice A (a grosso modo, um
conjunto com 0 e 1 sobre o qual operam +, — e - tais que a lei distributiva,
associativa e comutativa seja satisfeita; por exemplo, o anel dos nimeros
inteiros), e



* com a aritmética modular recordada em Apéndice B (a grosso modo, a divi-
sao com resto aplicada as operacoes + e - sobre um conjunto {0,1,...,n—-1}
para n em N).



1. Historia

Seja p um namero primo. Os nimeros p-adicos tornaram-se populares quando
Helmut Hasse (1898 — 1979, matematico alemdo) mostrou na sua tese em
1921 que, para certas equagdes polinomiais inteiras (isto é, cujos coeficientes
sao numeros inteiros), a existéncia de solucoes locais garante a existéncia de
solucdes inteiras: Ou seja, solucao sobre R (isto é, com entradas reais) e médulo
p" para todo primo p e n em N garante a solu¢ao sobre Z. Elaboremos:

11. Solugdes de Equagoes Polinomiais

Dado um polinémio P em Z[Xj,...,X;], queremos encontrar as solu¢des em
74 para a equacao P(xq,...,x4) =0.

Por exemplo, X?+Y? =72 tem a solucio inteira 32 +42 = 52 ou 52+122 = 13,
pelo Teorema de Pitagoras, mostra que existe um tridngulo retangulo cujos
lados todos tém comprimentos inteiros.

Em geral, esta é porém uma tarefa dificilima como o revela o exemplo a
seguir: A equacdo X" +Y" = Z" nao tem solucdo cujas entradas sao inteiros
positivos para n > 2. E o (Ultimo) Teorema de Fermat-Wiles; conjeturado pelo
matematico francés Pierre de Fermat em 1637, demonstrado pelo matematico
inglés Sir Andrew Wiles em 1995 por métodos sobretudo p-adicos.

A primeira etapa na busca de solugdes inteiras é encontrar solu¢des médulo
p" para todo primo p e expoente n em N. Ao fixarmos p, esta existéncia de
solugdes para todos os expoentes n é resumida pela existéncia de uma solugao
nos nimeros p-ddicos inteiros 7, (cuja defini¢do € iminente, caro leitor):

Teorema 1.1. Seja P um polinomio em Z[Xy,. .., X4]. A equagioP(x) = 0 mod p"
tem solugdo para todo n € N se, e somente se, P(x) = 0 tem solugdo em Z,,.

Destacamos que os nimeros p-adicos inteiros ndo sao apenas um registro
para as congruéncias médulo p, p?, ... A verdade é que Z, é bem diferente
dos anéis finitos Z/pZ, Z/$*Z, ...; por exemplo, Z, é nao enumeravel e tem
caracteristica 0.

1.2. Local e Global

A condicao de existir solu¢ado moédulo p” para todo primo p e expoente n, é
necessaria, mas, em geral, nao ¢ suficiente. De fato, como etapa final, resta a
responder: Quando é que



* a resolubilidade local, isto é,
— sobre todos os Z, para p primo, e

— sobre os numeros reais R,
é suficiente para
* a resolubilidade global, isto é sobre Z?

Esta filosofia de obter resultados globais (sobre Z) a partir de resultados locais
(sobre os Z, e R) é recorrente na Teoria dos Numeros moderna; chama-se
a compatibilidade local-global. Contudo, esta implicacdo raramente vale sem
hipoteses adicionais. Por exemplo, os resultados locais, p-adicos, obtidos por
Sir Andrew Wiles e os seus colaboradores ndo bastaram em si para resolver o
Ultimo Teorema de Fermat; grande parte do trabalho consiste em deduzir o
resultado global dos resultados locais.

Felizmente, no caso de formas quadrdticas, isto é, polindmios da forma

> XX,

ij=1,..d

(por exemplo, aquele do Teorema de Pitagoras X? + Y? — Z?), a resolubilidade
local é de fato suficiente:

Teorema (Hasse-Minkowski). Uma forma quadrdtica com coeficientes em Z tem
solug¢do ndo-trivial sobre Z se, e somente se, tem solugdo ndo-trivial sobre Z, para todo
p e sobre R.

Demonstrag¢go: A demonstracdo para um nimero de incégnitas d < 4 sera dada
em Apéndice E. O

Claro, se temos uma soluc¢ao sobre Z, em particular sobre todos os Z, e
sobre R. A graca é que a existéncia de a priori diferentes solugoes sobre os Z, e
sobre R implica a existéncia de uma solu¢do comum sobre Z por tras delas. A
facilidade de encontrar solugdes sobre os Z, e R permite uma classificagao das
formas quadraticas sobre eles que leva pelo Teorema de Hasse-Minkowski ao
resultado seguinte:

Proposi¢ao. Para uma forma quadrdtica com coeficientes em Z em > 4 incégnitas
ter uma solugdo nao-trivial sobre Z, ¢ suficiente ter uma solugdo sobre R.

Gracgas ao Teorema do Valor Intermediario, achar uma solucdo sobre R é
bem mais simples do que sobre Z.



2. Numeros p-adicos

Seja p um ntimero primo. Descreveremos os nimeros p-ddicos inteiros, denotados
por Z,, por trés vias diferentes:
2.1. Explicitamente via a expansao p-adica

A primeira descri¢do é analoga a expansao decimal de um numero real no
intervalo [0,10] da forma

ap+a1107 + as1072+...,  com os algarismos ag, a1,4ag,... em {0,1,...,9}.
Em contraste, para a expansdo p-adica,
¢ a0 invés da base 107!, a base é p, e
* ao invés dos algarismos {0,...,9}, os algarismos sao {0,...,p —1}.
Por exemplo, para p = 2, temos a expansao bindria usual. Em geral:
Defini¢dao 2.1 (expansdo p-adica infinita). Seja
Zy = {ao + alpl + a2p2 +---  com ap,a,ay,... €{0,....,p— 1}} )

Neste ponto, esta expansao p-adica é apenas definida como uma série infinita
formal, isto é, como sequéncia de expansées p-adicas finitas (seus truncamentos
finitos):

ap + alpl + a2p2 + = (ag,a0 + a1p, a0 + a1p + agpQ,. ).

Por agora nao podemos interpreta-la como série convergente; esta questao sera
discutida nas subsecdes seguintes. Assim, formalmente,

Zp = (a(),a() +a1p,ap0+ a1p + aQ[JQ,. . ) € 1_[ {0,1,. .. ,pn - 1} (2.1)
n=1.2,...

com ay, aj, ag, ...€{0,...,p—1}.

Como a notagao sugere, Z esta contido em Z,: enquanto os inteiros nao-
negativos sdo as expansoes finitas, isto é, para as quais existe um N tal que
an+1 = an+2 = --- = 0, as expansdes dos inteiros negativos serdo discutidas
na proxima subsecdo (por Equacdo (2.2)), sdo as para que existem N tal que

ansl = anvg = - = p—1).



Nota. Percebemos duas diferencas com a expansdo decimal dos nimeros reais:

* Todo nimero real tem um tnico sinal +, mas isto ndo vale para os nimeros
p-adicos. Em particular, Z, nao é ordenado.

* A expansio p-adica é tnica. Ao passo que, por exemplo, 0,9 =1 em R.

Isto tudo define Z, apenas como conjunto, mas nao ainda como anel. Falta
definir a adicdo e a multiplicacdo nos truncamentos finitos. Para isto, ao invés
de defini-las em Z, basta ver cada truncamento finito ap+ a1p +- - -+ a,p" como
elemento em Z/p"Z ao invés de {0,...,p" —1}.

2.2. Algebricamente via o limite inverso

Para dar a Z, uma estrutura de anel particularmente simples, em (2.1) substi-
tuimos o conjunto {0,...,p" — 1} pelo anel quociente Z/p"Z; de forma que Z,
herde as operacoes deste anel.

Definicao 2.2. Seja
Zy = (ao,ao+a1p,a0+a1p+a2p2,...) € Z[p"Z

com ay, aj, ag, ...€{0,...,p—1}.

Observagao. O leitor que se pergunta porque p é sempre primo, mencionamos
aqui que se n = pg é composto por dois primos p e ¢, entdo Z, = Z, X Z, pelo
Teorema Chinés dos Restos (vide Exercicio 2.4).

Recordemos a construcao de Z/p"Z no Apéndice B como conjunto {0,...,p"—
1} cuja adi¢do e multiplicacdao é definida pelo resto da divisao por p". Ao
compararmos a defini¢ao de Z, nesta subse¢ao com a na subse¢ao anterior,
observamos que a tnica mudanca foi dar uma estrutura de anel ao conjunto
{0,...,p" — 1}, ou seja, passamos a vé-lo como o anel Z/p"Z. Ressaltamos que
ao invés de definir a adicdo e multiplicacdo da maneira mais evidente, isto &,

* permitir Z em vez de {0,. .. ,[)”_1} na n-ésima coordenada com expansdes
p-adicas finitas arbitrariamente grandes, que permanecem truncamentos
dos seus sucessores, porém, agora de multiplos parcelas, para fazer as
adicoes e multiplicacdoes em cada coordenada em Z;



* agora as adi¢des e multiplica¢des em cada coordenada 7 sdo feitas modulo
p" e os truncamentos unicamente do ultimo termo.

Revela-se que as duas maneiras sdo equivalentes (pelo isomorfismo de anéis
que projeta, na n-ésima coordenada, Z - Z/p"Z). Como a segunda é mais sim-
ples, deixaremos a primeira atras e trabalharemos unicamente com a segunda.

Podemos reformular Defini¢do 2.2 sem usar expansdes p-adicas: Temos o
homomorfismo

pu: Z/p"7 - 7/p"7

x — r(x)
onde x = ¢p" + r(x) com r(x) em {0,...,p" —1}; isto é, p, associa cada inteiro
em {0,... ,[)’”1 — 1} ao seu resto na divisao por p". Com efeito, olhando as

expansdes p-adicas finitas,
1 n—-1 n 1 n-1
ag+aip +---+ay1p tayp = ag+arp +---+a,1p 7,

isto é, p, suprime o ultimo termo. Sejam
7 pM7zB 7/ > 5 7)37 B 797 B 7)p7 > 0,

as supressoes sucessivas dos tltimos termos. Definimos Z, =1lim Z/p"Z onde

lim Z/p"7 = {(s1,50,85,-.) € || Z/p"Z: p1(s) = 51,pa(s3) = 52, },

n=12,.. n=12,..
é chamado de limite inverso dos Z/pZ, Z/p*Z, ...Esta construgio revela Z,,
como anel (discutida em mais detalhes em Exercicio 2.3): Como p1, po, ...sdo
homomorfismos, Z, é um subanel do produto infinito dos anéis (Z/pZ) x
(Z/p*Z) x - - -, onde a adicdo e multiplicagdo é definida coordenada a coorde-
nada. O seu elemento neutro da adicao é 0 = (0,0,...) e o da multiplicagao
1=(1,1,...).

Em particular, todo inverso aditivo ou multiplicativo (caso exista, vide Exer-
cicio 2.5) em Z, tem uma expansao p-adica: Por exemplo, verificado por adi¢ao
ou multiplicacdo em cada coordenada:

e Temos
“1=(p-1,p*-1,..))
em Z,. Ao expandirmos p" —1=(p-1)+(p—1)p+---+ (p—1)p" ' na
base p,
1=(p-D+@p-Dp+(p-1)p*+---. (2.2)

Por exemplo, ~-1=1+2+22+--- em Z,.

10



e Para p>2,vale2=(2,2,...) e
1/2=((p+1)/2,(p*+1)/2.(p° +1)/2,...)

em Z,. Ao expandirmos na base p,

(P"+1)/2=[(p-1)/2] - p" "+ +[(p-1)/2] - p+ (p+1)/2,

obtemos

1/2=(p+1)/2+[(p~1)/2] - p+[(p-D)/2] - p*+---.
Por exemplo, 1/2=2+3+32+3%... em Z3.

Neste ponto podemos dar a demonstracao omitida de Teorema 1.1 que trata
das solu¢des de equagdes polinomiais com coeficientes inteiros, por exemplo,
P(X) = X? - X = 0 para p primo. Verifica-se que qualquer x em Z/pZ é solucdo
desta equacdo. A partir delas, é possivel calcular iterativamente outras nos
demais anéis Z/p?Z, Z/p*Z, . .. (confira Exercicio 2.6). Por exemplo, (p—1,p* -
1,[)3 —1,...) é uma tal sequéncia de solucoes.

Teorema (1.1). Seja P um polinomio em Z[X;,...,Xy]. A equagao P(x) = 0
mod p" tem solugdo para todo n € N se, e somente se, P(x) = 0 tem solugdo em Z,.

Demonstra¢do: Contentemo-nos com o caso proto-tipico d =1 (para assim evitar
o uso de sub-indices). Demonstremos primeiro que a existéncia de uma solugao
em Z, implica a em todos os Z/p"Z:

Satisfaca x = (x1,x9,...) em Z, = 1(£nn Z[p"Z a equagao

P(x) = P((x1,x2,...)) = (P(x1),P(x2),...) =0

onde a segunda igualdade vale porque todas as operacdes + e - sao definidas
coordenada a coordenada. Isto é, temos para todo n em N um x, em Z/p"Z
que satisfaz P(x,) =0 em Z/p"Z.

Demonstremos finalmente que a existéncia de uma solucao em todos os
Z[p"Z implica a em Z,: Satisfacam x, para todo n em N a equagio P(x,) =0
em Z/p"Z.

Por conveniéncia, levantamos (x,) a uma sequéncia com entradas em Z que
denotamos da mesma maneira. Filtramos (x,), isto é, escolhemos, passo a
passo, as entradas de uma subsequéncia (y,) de (x,) que satisfaz y,,1 = y,
mod p" para cada z; isto é, tal que (y,) em @Z/[)"Z = Z, onde y, é o valor
de y, sob a aplicagdo Z — Z/p"Z:

11



1. Como Z/pZ é finito e {x,} € infinito, existe uma infinitude de nimeros

1) _
n =

em {x,}, denotados por {x,(ll)}, que satisfazem x y mod p para certo

yem Z/pZ. Fixamos um tal y; em {xf,l)}; em particular, P(y1) = 0 mod p.

2. Da mesma maneira, como Z/p*Z é finito e {x,(ll)} é infinito, existe uma
infinitude de nameros em {xf,l)}, denotados por {xf,Q)}, que satisfazem
xf) = y mod p? para certo y em Z/p?Z. Fixamos um tal y; = xff) (onde n

é suficientemente grande para P(y;) = 0 mod p?); em particular, y = y;

mod p.
3 ...

Por isso, a sequéncia (y,) assim iterativamente construida satisfaz y,.1 = y,
mod p", isto € y = (y,) em @Z/p”Z = Z,, e vale P(y) = P(y,) = 0 mod p"
para todo z, isto é, P(y) = 0 em Z,. O

Exercicio 2.3. Verifique que Z, é um anel (pela sua constru¢ao como limite
inverso).

Dica. ¥ a intersecao dos nucleos dos homomorfismos

pu(mut) —mat | |2/0'2 - 2/p"7

onde n,: [[;Z/p'Z — Z/p"Z é a proje¢do a n-ésima coordenada para n =
1,2,....

Exercicio 2.4. Verifique que se n = pg é composto por dois primos p e ¢, entdo
Ly=2pX2Zy.

Dica. Usa a construcdao como limite inverso, e o o Teorema Chinés dos Restos

para cada fator.

Exercicio 2.5. Usando a defini¢do Z, = lim Z/p"Z, mostra que a € invertivel
«—n

em Z, se, e somente se, p nao divide a, ou, expresso pela expansao p-adica, se,

e somente se, o primeiro coeficiente ay nao é zero.

Dica. Mostra que a é invertivel em Z/p"Z se, e somente se, p nao divide a.
A este fim, considera o endomorfismo do grupo aditivo Z/p"Z dado pela
multiplicacdo por a, isto é

a:Z/p"7 - Z/p"Z

XH—a-x
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é sobrejetor se, e somente se, ¢ € uma unidade. Como Z/p"Z é finito, é sobrejetor
se, e somente se, é injetor. E injetor? (Para isto, mostra que um ntiimero primo
p |= um numero sé dividido por 1 e ele mesmo] divide um produto ab se,
e somente se, p divide ou a ou b pelo Teorema do Algoritmo de Euclides
Estendido sobre o maior divisor comum.)

Exercicio 2.6. Mostrar iterativamente que para qualquer ¢ em {0,...,p — 1}
existem a, em Z tal que a, = a mod p e a,’1 =1 mod p" para n > 1.

Dica. Para n = 2, usar a férmula binomial
-1 ) .
(a+prt= > (1’ . )(px)laﬁ—l-',
_ i
i=0,...,p-1

e reduzir médulo p2.

2.3. Analiticamente via o valor absoluto p-adico

Em R, uma expansao decimal ag + 11071 + ... com ag, a1, ...em {0,1,...,9}
converge com respeito ao valor absoluto usual |-|. Sobre Z, definiremos um
valor absoluto |-, tal que ag + aip! + -+ convirja com respeito ao |[5-

Seja A um anel. Um valor absoluto em A é uma aplicacdo |-|: A — [0,c0[ com
valores reais nao-negativos tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x = 0,
* (Multiplicatividade) |xy| = |x||y], e
 (Desigualdade Triangular) |x + y| < |x| + |y|.

Ao invés de valor absoluto, usa-se também o termo norma. Chamamos um
anel munido de uma tal norma de anel normado.

Defini¢ao. Seja
Ilp: Z — Rxo

a norma p-ddica definida por [0, =0 e
laly = %@ onde p?? & a maior poténcia de p que divide a.
Exemplo.

* Para p = 2 temos que |8y = 23] =273 e |9y = 1920y =270 = 1;
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* para p = 3 temos que [8]3=3"-8|3=3""=1¢e |93 =3%3 =372

A norma p-addica ||, mede quantas vezes p aparece na fatoracdo de um
numero inteiro. Contra-intuitivamente para quem se acostumou a norma usual,
a norma p-adica diminui quando a poténcia de p cresce; um namero inteiro
grande (com respeito a norma usual) pode ter norma p-adica pequena.

Nota. A contra-intuicao da norma p-adica |-|,, em comparacao a norma usual,

é que ela é ndo-arquimediana, isto é

1+---+1] <1 para todo n.
———
n vezes

Apesar da sua natureza aparentemente exdética, Teorema 3.1 mostra que as
unicas normas sobre Q sdo a norma usual e as normas p-adicas.

Os numeros p-adicos sdo relativamente recentes, em comparag¢ao aos nimeros
reais; foram introduzidos ha cerca de cem anos por Kurt Hensel: Em analogia
a R, que consiste de todos os limites de Q para a norma usual |-|, vamos definir
Z, como o conjunto dos limites de Z para a norma p-adica |-|,. Formalmente,
Zy & o completamento de Z para |-|, e o qual definiremos agora em geral, em
passos.

Defini¢dao. Seja X um conjunto. Uma aplica¢do d: X x X — [0,c0[ é uma
fungao distancia ou métrica se

e d(x,9) =0 se, e somente se, x = y,

o d(x,y) =d(y,x), e
o d(x,2) <d(x,y)+d(y,2).

Um espago métrico é um par (X,d) de um conjunto X e uma funcao distincia d
como acima.
Uma aplicacao f entre espacos métricos é uniformemente continua se

para todo € > 0, existe & > 0 tal que d(x,y) < implica d(f(x),f(y)) <e€.

Como as aplicacdes que respeitam a estrutura entre espacgos topolégicos sao
as aplica¢des continuas e entre espacos vetoriais as aplicacoes lineares, aqui,
entre espacos métricos, supomos todas as aplicacdes uniformemente continuas.

Se || é uma norma sobre um anel, entao

d(x,y) =[x - y|

€ uma funcao distancia.
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Defini¢dio. Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico é dita de Cauchy se
para todo € > 0, existe N tal que d(x,,x,) < € para todos os n,m > N. Um
espago métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy converge.

Em particular, toda sequéncia que converge é Cauchy.

Teorema 2.7 (Completamento). Para todo espago métrico X existe um (#nico) espago
métrico completo X com uma aplicagdo (uniformemente continua) X — X tais que
para qualquer espago métrico completo Y com uma aplica¢do (uniformemente continua)
X =Y, existe uma aplicagdo (uniformemente continua) XY que a fatora, isto é

X—Y

L7

Demonstragdo: Definimos o conjunto
X = { sequéncias de Cauchy em X }/~

(e no qual X se injeta pelas sequéncias constantes) onde a relacdo de equivaléncia
~ €é definida por (x,) ~ (y,) se d(x,,y,) — 0. A funcao distancia d é definida
por

para representantes (xn) e (yn) das classes de equivaléncia [(x,)] e [(y,)].

Observe que é bem-definida, isto é, independente dos representantes das classes
de equivaléncia. Se (x,) € uma sequéncia de Cauchy (de classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy) com x, = [(x,, : m € N)], entdo ela converge a
sequéncia diagonal x = (x,, : € N). (O leitor é convidado a convencer-se da
existéncia da aplicacdo X — Y.) O

Observagao. Uma abordagem a construir o espaco métrico R é como completa-
mento de Q para a funcdo distancia usual; pergunta ao teu professor de calculo
ou vide [RRS11]. Se completamos Q a R, observamos que

* a funcdo distancia tem imagem em Qs ={x € Q: x > 0}, e

* a funcdo distancia sobre R = Q presica de ser definida, como ainda nao
construimos R, por
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Observe que [(d(xy,9,))] = limd(x,,y,) pela definicao do limite como
sequéncia diagonal (dos representantes) das sequéncias constantes cujas
entradas todas sao d(x,, ).

Revela-se por construgao
* que a aplicagdo X — X & injetora, e

* que X é denso em X isto é, para todo £ em X existem x1, X9, ...em X tal
que x1,%2,... — X, ou

— mais formalmente: para qualquer € > 0 e £ em X existe x em X tal
que d(£,x) < €;

— informalmente: todos os elementos no completamento sao limites
do espac¢o completado.

Demonstragdo:

* Sejam x e y em X e (x,) = (x,%,...) € (y») = (9,9,...) representantes
dos seus valores sob X — X. Vale (x,) = (y,) se, e tdo-somente se,
d((xy), (yn)) = d(x,y) =0, isto é, x = y.

e Dado ¢ > 0 e ¥ em X representado por uma sequencia de Cauchy
x = (x,) em X, escolhe N tal que d(x,,x,) < € para todos os n,nm > N.
Seja y := (¥N, XN, ..) a sequéncia constante e y a sua classe residual em
X. Logo,

&(;E,y_) = lirrln d(x,,y) = lirrln d(x,,xNn) < max{d(x,,xNn) :m > N} < €.
(Vide também Exercicio 2.11.) |
Defini¢dao. O anel normado dos niémeros p-ddicos inteiros € definido por
Z, = o completamento de Z com respeito & norma p-adica |[-|, .

Em particular, como [p"|, = p™" e |a,|, = 1 para a, em {1,...,p — 1}, vale

|anp™lp=p7" ¢
|anp” + an1p™ -+ dN[JNlp =p" >0 paran— co.

Isto é, a sequéncia (ag,ap + a1p,ao + a1p + agpQ,. ..) é Cauchy. Como Z, ¢
completo, ela converge, isto ¢, a série infinita ay+ a1 p +agp®+- - - converge. Isto
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é, em Z,, todo nimero a = ag+a1p + @[)2 + .-+ existe como limites de nimeros
em Z, como em R todo numero & = by + 5,107 + 51072 +- - - para by, b1, ...em
{0,1,...,9} existe como limites de numeros em Q. (Por exemplo, Exercicio 2.12
mostra como obter outras expansdes p-adicas por esta convergéncia.)

Uma vez que Z é denso em Z,, as fungdes +, - e |-|, de Z uniformemente
continuas estendem-se ao completamento Z,. (Se f: X — Y é uma fungio de
X cujo contra-dominio Y é completo, entdo f(x) :=limx, para x, — £ em X
estende f a X.) Por isso, Z, ¢é verdadeiramente um anel com um valor absoluto
(e ndo somente um espaco métrico).

Observagdo (ou digressdo para o dia-a-dia do matematico). A construcao do
completamento X para X, como a de Z/mZ para m em N (como a de Q a partir
de Z), é uma construgdo universal por classes residuais. No final s6 importa

* que X seja o “menor” espago métrico em que toda sequéncia de Cauchy
converge, e

* que Z/mZ seja o “menor” anel em que m(=1+---+1) =0, e
* que Q seja 0 “menor” anel em que todo nimero inteiro € invertivel.

Basta-nos saber que todos os limites de sequéncias que convergem ja estdo em
X. A construcdo é teoricamente importante, mas, uma vez feita, é praticamente
deixada de lado. Para Z, o completamento de Z pelo valor absoluto p-adico |-,
trabalharemos sobre ele como sobre R: Aproveitemos que Z, sempre contém
todos os limites, mas ndo nos assanhemos pela sua construcao explicita como
completamento. (Como ninguém pensa em uma classe residual de nimeros
racionais ao ver um numero real.)

A arvore binaria da Figura 2.1 representa Zy da seguinte maneira: Cada
numero p-adico tem uma expansao p-adica dada pelos seus coeficientes, sendo
ou 0, ou 1, e conforme a estes coeficientes, pega, ou o ramo da esquerda, ou o
da direita em uma bifurcacdo (ou no) da arvore.

Reflitamos como se descreve o valor absoluto, a distincia e as bolas sobre
eles:

e Vale d(x,y), = |[x — y|p = p7° onde v = o nivel em que os dois ramos

infinitos x e y bifurcam; em particular, vale |x|, = p™* onde v = o nivel da
primeira bifurcacdo em que o ramo infinito vai a direita.
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...010010001 ZQ
Figura 2.1: A arvore binaria que representa Zy

* Uma bola corresponde a uma malha da arvore por B(x,p™") +— xo +x1p +
co+ x,p" se x = xp+x1p+ -+, onde B(x,p™") é a bola com centro x e
raio p™" e xo + x1p + - - - + x,p" € o ramo finito que leva a malha; a bola é
dada por todos os ramos infinitos que passam pela malha correspondente.
Observamos que duas bolas, ou se incluem, ou sdo disjuntas! Isto é, em
termos topologicos, Z, € totalmente desconexo.

Um elemento x em um anel A é uma unidade, ou invertivel, se existe y,
denotado por y = x71, tal que xy = 1. Um corpo é um anel em que todo elemento
é invertivel. Por exemplo, Q e R sdo corpos, e também, por Corolario B.4,
Fp=2/pZ.

Seja A um anel comutativo sem divisores de 0, isto é, ndo existem x e y
diferentes de 0 em A tais que xy = 0. Por exemplo, além dos corpos, Z e Z,
sao tais anéis.

O corpo das fragies Q de um tal A é o menor corpo que contém A (isto é,
existe A — Q e, para qualquer outro corpo R com A — R, existe Q — A que
a fatore, isto é, tal que A - R=A — Q — R). Por exemplo, Q é o corpo das
fracdes de Z.
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Ele é construido como conjunto por
Q=AxA/~

onde duas “fracoes” (x’,y") e (x¥”,»”) sdo equivalentes se uma se simplifica a
outra, isto €, (x’,y") ~ (x”,y”) se existe a em A tal que a(x’,y") = (ax’,ay’) =
(x”,9"”). A classe de equivaléncia de (x,y) em Q é denotada por x/y. Como
anel, a adi¢do e multiplicacdo é a de A em cada coordenada.

Definicao. Seja
Qp = corpo das fracdes de Z, e |x/yly == |x|p/|ylp
o corpo normado dos nimeros p-ddicos.

Proposicao 2.8. 0 mergulho 7 — 7, induz para todo n em N um isomorfismo de
anéis
ZIp"Z = Zy[p"Z,.

Demonstragao: Como a aplicagdo Z — Z, — Z,/p"Z, tem nucleo p"Z, obtemos
a injecdo Z/p"7 — Z,/p"Z. Ela é sobrejetora se, e somente se, dado £ em
Zy e n em N, existe x em Z tal que [£ — x|y < p7". Como Z é denso no seu
completamento Z,, em particular tal x existe. m]

Para um anel A, denote A* o grupo multiplicativo das suas unidades. Por
exemplo, Z* = {1} e Q" = Q - {0}.

Proposicao 2.9. Temos
Zy =7, - pZ,.
Isto é, x em Z, ¢ invertivel se, e somente se, |x| = 1.

Demonstragdo: Seja x em Z,. Se x € invertivel, isto é, existe y em Z, tal que
xy = 1, em particular 1 = [1], = [xy|, = [x]s|yl, e logo |x|, = 1.
Seja x em Z, — pZ,. Pela Proposi¢do 2.8 e pelo Corolario B.4,

é um corpo, isto &, existe a em {1,...,p — 1} tal que ax em 1+ pZ,, isto é,
lax — 1|, < 1. Pela série geométrica 1 + o + o+ > 1/(1 - a), existe (ax)7L,
e em particular x ! = a(ax)L.

(Para uma demonstracao que Z;‘, = Zp — pZ, pela sua caraterizagdo como
limite projetivo, vide Exercicio 2.5.) |
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Recordemos que um ideal I em um anel A é um subconjunto I em A tal que
eparaxeyemlI, valex+yeml, e
* para x em I ey em A, vale xy em L

Isto é, em comparac¢iao a um subanel, o ideal é fechado sob multiplica¢des por
qualquer elemento do anel inteiro, ndo s6 do subanel.

Um ideal é mdximo se nao existe outro ideal, distinto do anel todo, que o
contenha.

Corolario.
* O tnico ideal mdximo de Z é pZ .
» { ideaisem Z, } = {Z[,,[)Z[,,[)QZP,. ..} U{0}.
« Q) = Zy[1/p] = Unezp"Z;, V {0}.
Demonstragao:

* Seja A um anel. O complemento A —1I de todo ideal I contém as unidades
A”. Logo, pela Proposi¢do 2.9, se I € um ideal em Z,, logo Z, -12 7, =
Zy — pZ,, ou, equivalentemente, I C pZ,; isto é, pZ, é o tnico ideal
maximo.

» Seja x em Z, com |x| = p7", isto é, x = p"a com |a| = 1. Pela Proposi-
¢ao 2.9, a em Z;, isto é, existe b em Z, tal que ab = 1, ou, equivalente-
mente, Zyx = p~"Z,. Concluimos que um ideal I em Z, é gerado pelo seu
elemento do minimo valor, isto é, I = p"Z, onde p" é a maior poténcia
de p que divide todos os elementos em 1.

* Pela Proposicao 2.9, s6 falta inverter p em Z, para poder inverter todos os
elementos em Z,. O corpo Q, € o menor anel em que todos os elementos
em Z, sdo invertiveis, logo Q, = Z,[1/p]. O

Por isso, se voltamos & defini¢do de Z, como conjunto de expansoes p-ddicas
infinitas,

Qp={p"a,p "+ -+ay+aip' +--- paranemNe a,,...€{0,...,p—1}}.

20



Corolario 2.10. 4 aplicacao
Z = limZ/p"Z
H
¢ um isomorfismo de anéis.

Demonstragdo: A injetividade vale porque x — 0 se, e somente se, |x|, = 0.
Para a sobrejetividade: Seja (¥,) em Ze seja (x,) uma sequéncia com entradas
em Z que a levanta; isto €, x,41 = x, mod p", ou, equivalentemente, |x,1—X,[p <
p~" para todo n. Entdo x, é em particular uma sequéncia de Cauchy e, como
7 é completo, converge a x. Vale x — (X,). m]

Observagdo. Duas séries iguais com entradas racionais podem convergir a limites
diferentes em Q, e R. Por exemplo, com () := x(x—1) - - (x—n+1)/n!, a série

dada por
J16/9 = (1+7/9)Y2 = Z (1/2)(7/9)"

n
n>0

converge a raiz positiva 4/3 em R e a raiz negativa em Q7 (vide [Kob84, Capitulo
IV, Prova do Non-Theorem 1])!

Exercicio 2.11. Usando a construgao explicita da demonstragao de Teorema 2.7,
mostra que X (= as sequéncias constantes) é denso em X.

Dica. Usando a defini¢cao da funcdo distancia em f(, dado € > 0, observa que
para qualquer sequéncia de Cauchy (x,), vale d(x,,x) < € para x = x,, com ng
um indice suficientemente grande.

Exercicio 2.12. Usando a defini¢ao de Z, como completamento de Z, expande
2/3 em Zs.

. 2 _ 4 _ 4.1 1 L. o 1
Dica. Escreva 5§ =¢ =4 (=5 © utiliza que a série geométrica para (5 =

1-5+5%-5%+... converge em Zs.

O didmetro de um subconjunto A num espag¢o métrico X é dado por
dia A := sup{d(a,b) : a,b € A}.
Exercicio 2.13.
(i) Se A™ é o fecho de A, entao dia A =diaA™.

(ii) Se A é compacto, entdo o didmetro de A é a maior distancia entre os
pontos em A.
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Equipemos o plano p-adico Q4 X Q4 com a norma ||-|| definida por [[(x,y)|| =
max{|x|p, |yls}.
Exercicio 2.14. Seja A um conjunto em Q, X Q). Mostra

dia(A) = inf{dia(B) : B 2 A disco }.

Dica. Como dia(A) = dia(A™) para A~ o fecho de A, podemos supor A fechado.
E suficiente mostrar que existe um disco B de diametro dia(A) que contém A:
Como A ¢ fechado e é contido em um disco, o qual é em particular compacta,
segue que A é compacto. Logo, existem pontos a’ e ¢’ em A cuja distancia
entre eles é

d(a’,a”) = dia(A)

Seja B um disco com 4’ e a” no seu bordo. Para todo ponto fora do disco, uma
das duas distancias, ou a distdncia dele ao ponto a’, ou a dele ao ponto a”, é
pela desigualdade triangular forte maior do que o didmetro do bolo. Isto é, por
definicdo do diametro como distancia maxima entre os pontos de A, todos os
pontos fora de B estdo fora de A; isto é, A é contido em B.

Exercicio.
(i) Esta igualdade vale para um conjunto A em R x R?

(ii) Caso nao valha, qual é a constante minima C > 1 tal que

C-dia(A) > inf{dia(B) : B 2 A disco }.

Dica. Considera um triangulo equilatero!
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3. O Teorema de Ostrowski

Defini¢ao. Duas funcoes de distancia sdo (Cauchy-)equivalentes se elas tém as
mesmas sequéncias de Cauchy. Isto é, duas funcoes de distancia d’ e d” sobre
um conjunto X sdo equivalentes se para todo € > 0 existe § tais que, para
todos os x,y em X, se d’(x,y) < O entdo d”(x,y) < € e se d”(x,y) < d entdo
d'(x,9) <e€

Observagao (Exercicio 3.2). Dados dois valores absolutos ||/ e |-|» sobre um
corpo, as métricas induzidas sao (Cauchy-)equivalentes se, e somente se, existe
um ¢ > 0 tal que |-|» = |-.“.

O valor absoluto |-| é trivial se |0] =0 e |-| = 1 senao.

Teorema 3.1 (Ostrowski). Zodo valor absoluto nao-trivial sobre Q ¢ (Cauchy-
Jequivalente

* ou ao valor absoluto usual ||,
* ou a um valor absoluto p-ddico |-|, para um niimero primo p.

Demonstragdo: Seja |-| um valor absoluto sobre Q. Distinguimos dois casos, o
caso arquimediano e ndo-arquimediano. Como |-1| =1 e |x/y| = |x|/|y|, basta
verificar sobre N que existe o > 0 tal que |-|* é ou igual ao valor absoluto usual,
ou a um ||, para p um niimero primo.

Caso arquimediano: Existe um n em N tal que |n| > 1.

Seja nyp o menor tal n. (Por exemplo, se |-| é o valor absoluto usual, entao
no = 2.) Como |ng| > 1, existe o > 0 tal que |no| = n.

Expanda 7 na base n, isto é

n=ag+ainy+---+agmy coma,...,a; em{0,...,n9—1}.
Segue
|n| = |ag + a1np + - - - + agmy|
< lao| + la1l|no| + - - - + |as||nol®
Como ay, ..., a; < ny, pela escolha de ng, vale |ag|, ..., |a;| < 1. Segue

lao| + |a1||mo| + - - - + |as||no|* <1+ my +--- +ng’

=0y (L+ny" + -+ (ny*)°)
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Esta soma ¢é limitada pela série geométrica: Pondo ¢ = n;* < 1, vale
- -
1+, +--+(ny") =1+c+---+¢
1
<l+c+c+ - = = C
1-¢

com C = C(a,np) independente de n. Como n
para todo N em N

o < n, vale |n| < n%C. Segue,
[n|N = |aN] < (n)NC,
extraindo a raiz de indice N

In| < n*VC,

e como isto vale para N arbitrariamente grande
|n| < n®. ()
Para ver a desigualdade |n| > n* oposta a (), observe
|23t = |5t — n+n| < |03 = n| + |nl,
e consequentemente, pela desigualdade obtida (*),
ol 2 13" = |ng™ = nl 2 ng ™™ — (a5 =~ ).

Como n} < n < n3*, segue

\%

1 1
|7l| ( s+lyo (ns+ ng)(x

(n™)* (1 1- —) ) n*D

com D = D(a,n9) :=1-(1- nlo)“ independente de n. Como acima, segue
|n| > n* concluindo com (*) que n = n* e assim o caso arquimediano.

Caso nao-arquimediano: Para todos os n em N vale |n| < 1.
Como |-| ndo é trivial, existe n em N tal que » < 1. Seja 1y o menor tal z.
= p primo.
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Proposi¢ao: Para todo numero primo ¢ # p vale |¢| = 1.

Demonstragao: Caso contrario, existe N tal que |¢N|,[pN] < 1/2. Pelo Teo-
rema A.1, os numeros ¢ e pN sio relativamente primos se, e somente se,
(gN) + (pN) = (1), isto &, existem m, n tais que

qu + an =1.
Segue a contradicao

1= (1] = |m||gN| + |n|[pM]| < 1/2+1/2 = 1.

Seja x em N. Se x = pfl ce fT é a fatoracao em nimeros primos e piy = P>

entdo |x| = |p;|*. Isto é, x| = ¢»® com ¢ = |p| e v5(x) = 0 maior = tal que p”
divide x.

Se escolhemos a tal que ¢ = |p| = [pl; = p77%, isto é a = —log,|pl, entdo
concluimos que |x| = |x|z‘. O

Recordemo-nos de que um anel, ou corpo, com um valor absoluto um anel,
ou corpo, é chamado normado.

Corolario. 7emos

{ completamentos (normados) do corpo Q }

={R} U { todos os Q4 para p um niimero primo }.
Demonstragao: Segue da definicdo do completamento de um espago métrico. O

Exercicio 3.2. Dados dois valores absolutos |-|: e ||~ sobre um corpo, demonstra
que as métricas induzidas sejam (Cauchy-)equivalentes se, e somente se, existe
um ¢ > 0 tal que |-]» = |-|-“.

Dica. Se sao equivalentes, entao use a multiplicatividade para mostrar que para
todo x vale |x|" < 1 se, e somente se, |x|” < 1. Use a multiplicatividade para
concluir a existéncia de tal constante ¢ > 0.
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4. Corpos Completos

Seja K um corpo. Recordemos a caracteristica de um corpo como o n em N que
gera o nucleo de Z — K.

4. A propriedade da nao-arquimedianidade

Definig¢ao. A funcao |-|: K — [0,00[ é um valor absoluto nao-arquimediano se
ela satisfaz

e |x| =0 se, e somente se, x = 0,
o |xyl = x[lyl, e
* |x +y| < max{|xl,[y[}.

Em comparagdo a um valor absoluto geral, a desigualdade triangular satisfeita
por um valor absoluto nao-arquimediano é mais forte, a desigualdade triangular
mais forte ou ultramétrica.

Definic¢do. A funcdo v: K —] — c0,00] é uma valoracdo se ela satisfaz
* yx = —0 se, e somente se, x = 0,
* v(xy) =vx+vy,e
* v(x+y) > min{ox,vy}

Se |-| € um valor absoluto nao-arquimediano, entdo para qualquer ¢ > 1, a
funcao v :=log,|-| € uma valoracao; e, vice-versa, se v € uma valoracao, entido
para qualquer ¢ < 1 a funcio || := ¢ é um valor absoluto nio-arquimediano.

Exemplo.
* O corpo K = Q) com valoragio v(x) = n se x = ”% com p { x’,x".

* O corpo K = [F,((¢)) com valoragdo v(x) = n se x = a,t"+--- com a, # 0.

Poderiamos concluir pelos exemplos que o valor absoluto |-| necessita um
contorno da definicao, mas é mais préximo do intuito (adquirido do calculo
real), enquanto a valoracao é mais proxima da defini¢cdo, ao custo do intuito.

Proposicao 4.1 (Propriedades nao-arquimedianas).
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o Sex =x1+-+x, eexisteip em {1,...,n} tal que |x;,| > |x;| para i * i,
entdo |x| = |x;|;

o Sex, — x, entdo |x,| = |x| para n suficientemente grande.
e SeK ¢ com[)leto, entdao Zn Xy, converge se, e somente se, X, — 0.
Demonstragdo:
* Observa que (o caso n =2) se x,y em K e |x| > |y], entdo |x +y| < |x| e
x| = |x +y — y| < max{|x + y[, |},
entao, como |y| < |x|, segue |x| < |x + y|. Concluimos |x| = |x + y|.

* Se € < |x|, entdo |x — x,| < € para n suficientemente grande; logo, pelo
primeiro item, |x,| = |x|.

* Pela desigualdade triangular mais forte,

[%m + - - -+ xm| < max{|xpl,...,|am|} — O.

4.2. Notagoes

Seja K um corpo com valor absoluto ndo-arquimediano.
* O anel dos inteiros Ok := {x em K tal que |x| < 1},
* 0 ideal mdximo mg := {x em K tal que |x| <1}, e
* 0 corpo residual kg = Og /mxk.

Notamos que |x| = 1 se, e somente se, |x 1| = 1, e por isso a unido disjunta
Ok = O U mk; isto é, mg € o ideal maximo local.

A valoracao € discreta se v(K*) é discreta em R; se, e somente se, existe um
¢ em R tal que v(K*) = ¢Z; se, e somente se, existe um ng em K que gera mg.

Tal ng é um uniformizador de K.

Exemplo.
* SeK:@p, entéO®K:Zp, mK:PZp ekK:[Fl) (e TK :p)’e

* Se K=TF,((2)), entdo Ok = F,[[¢]], mk = tFy[[2]] e kg = F) (e ng = ?).
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4.3. Corpos Locais

Um corpo com uma valoracdo v é local se
* 0 espaco métrico induzido é completo, e
e a valoracdo v é discreta, e
* o corpo residual kg ¢é finito.
Exemplo. Os corpos Q e F,((#)) sdo completos.

Teorema. Temos

{ corpos locais } = { extensoes finitas de Q, }
U { extensoes finitas de F,((1)) }.

Proposicao 4.2. Se¢ja
kg = {representantes de kg em Ok}

€ My, 1, . .. em Ok tais que v(mp) =0, v(my) =1, ...
Se K ¢ local, entao para todo x em Ok existem xo, X1, ...em kg tais que x =
X0y + X171 + -+ -

Demonstragdo: Seja s: Og — RK a aplicacdao que fatora através de Ok — kg.
Ponha xo = s(x/m), para obter x = xom + x{ 1. Ponha x1 = s(x]/m1), e assim
por diante. m]

Obtemos a seguinte generalizacao de Corolario 2.10, de Z, a anéis locais:
Proposicao. Se K ¢ local, entdo
~ . n
@K i EGK/WK@K-

Demonstragdo: A injetividade vale porque x +— 0 se, e somente se, |x| = 0.
Para a sobrejetividade: Seja (X,) uma sequéncia no lado esquerdo e seja (x,)
uma sequéncia que a levanta. Entdo x,,1 = x, mod nl”{ para todo n, isto &,
|¥p41 — Xn| < p7"; em particular, x, € uma sequéncia de Cauchy e, como K é
completo, converge a x, e vale x — (&,). m]

Corolario 4.3. O anel topolégico Ok = liLn@)K/ g Ok € compacto.
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Demonstracdo: Se kx € finito, entdo Ok / TCIn{@K é finito para todo n. Em particular
compacto. Pelo Teorema de Tychonoff (Teorema C.11), Ok = @@K/RI”{(ﬁK
(como subconjunto fechado do produto compacto) é compacto. |

O seguinte teorema surpreende, porque a partir de uma propriedade inteira-
mente topolégica, a compacidade local, nasce um valor absoluto. Este valor
absoluto é dado pela medida de Haar que existe sobre qualquer grupo topolégico
localmente compacto.

Teorema 4.4. Temos

{ corpos topologicos localmente compactos } = {R,C} U { corpos locais }.
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5. Método de Newton

Recordemos o Método de Newton sobre os nameros reais, antes de derivar o
sobre um corpo nao-arquimediano K tal como os numeros p-adicos. A intui¢ao
geométrica sobre R fornece férmulas que valem igualmente, até certo ponto,
sobre K.

5.1. Sobre R

Dada uma fungao derivavel f: R — R, o método de Newton aproxima iterativa-
mente um zero de f, isto é, define x1, x9, ...em R com x, — x tal que f(x) = 0.
Geometricamente:

Pegamos um ponto (apropriado) x1,

(i) olhamos o seu valor f(x;1) sob f, e
(ii) a tangente em f(x1) ao grafo de f.
Esta tangente intersecta o eixo-x em um ponto xy.
(i) Olhamos o seu valor f(x9) sob f, e
(ii) a tangente em f(x9) ao grafo de f;

e assim por diante.

Moralmente, dado um ponto x¢, a tangente Z,, € a reta que aproxima f em
%o o maximo. Por isso, o zero x1 de Z,,, que é facilmente computéavel gracas a
sua forma simples, aproxima o zero x de f. Em x;, de novo, a tangente &, é
a reta que aproxima f em x; o maximo; de fato, como x; é mais proximo do
zero x de f, a nova tangente f,, aproxima f mais do que Z, em volta de x; em
particular, o x9 de £, é mais préximo do zero x de f do que o zero x; de #y,.
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Como funcao no argumento %, na iteracdo n, a tangente ¢, em f(x,) é
definida por

X

ta(Xp + 1) = f(xn) + f/(xn)h,
logo, pondo & = x — x,,
ta(x) = f(xn) +f,(xn) (x = xp).
Como 0 = #(x,41), obtemos

)

f/(xn+1) .
Em outras palavras, o método de Newton é a iterada aplicacao do operador de
Newton N = Ny: R — R definido por

Xn+l = X

S
S (%)
De fato, se x, := N"(x9) — x, entdo x = N(x) = x — S () logo f(x) =0.

f'(x)?
A tnica condicdo é o encontro de um ponto de partida xj tal que a sequén-

X =

cia x1,xg,... converge. Esta ndo é garantida, mas vale a convergéncia local
quadratica:
Se f é duas vezes diferenciavel, entdo pela Férmula de Taylor

fx+h)=f(x)+ f ()b +R"f(x+h,h)h*
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com R”f(xp,h) — f”(x)/2 para h — 0. Para x + & = x,41 € x = x,,, € porque

h= }(,(&1)), obtemos

f(xn+1) = f(xn) +f/(xn)(xn+1 - xn) + R”f(xn+1,xn) (xn+1 - xn)2

2
= R”f(xn+1’xn) (j{/((z”))) .

Em particular,
IR” f (%041, %4) |

£ (xa) 12

| ()] < Af Gl (5.1)
Pondo

o M := sup [R"f (x + k)],

o m’ = inf | f'(x)] > 0,

e C:=M"/m’?, obtemos

|f(xn+1)| <C- |f(xn)|2

Pondo d, = C - |f(x,)|, iterativamente
2 _ 722 222 9n
dﬂ+1 S d S dn—l S dﬂ—l S e S do 5

isto é,
C-[f(xn)] < (C-|f(x0)D)*".
Concluimos que se | £ (xo)| < 1/C = m'?/M”, entdo f(x,) — 0 quadraticamente.
Por exemplo, se | f (x9)| < 107 -m’/M”, entio o niimero dos algarismos decimais
nulos de f(xo), f(x1), f(x2), ...duplica a cada iteragao.
Vemos aqui a convergéncia do método aplicado trés vezes a funcao f(x) =
x% — 2 com 0 seu zero xy = V2

Iteracdo Zero aproximativo Erro

0 1 -0,4142135
1 1,5 0,0857864
2 1,41666667 0,0024531
3 1,41421569 0,0000021
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5.2. Sobre um corpo nao-arquimediano

Seja K um corpo ndo-arquimediano, isto é, um corpo equipado com um valor
absoluto nao-arquimediano que é nao-trivial e torna K um espag¢o métrico
completo, e seja Ok seu anel dos niameros inteiros.

Por um lado, se a caracteristica de K é 0, entdo a mesma definicio de
diferenciabilidade (iterada) como sobre R permite a mesma demonstracao
como sobre R da convergéncia do polinémio de Taylor. Por outro lado, se a
caracteristica de K é positiva, entdo os coeficientes do polinémio de Taylor 1,
1/2!,1/3!, ...ndo sao definidos, e precisa de uma definicao da diferenciabilidade
(iterada) mais rigida do que a sobre R para demonstrar a convergéncia do
polinémio de Taylor.

Nesta Secdo 5.2 consideramos apenas fun¢des polinomiais, cujo polinémio
de Taylor se define ad hoc: Seja A um anel e f(X) = a;X% +--- + ap em A[X].
Para i > 0, ponha

P (X) = (‘f)adxd—f +oe (z)a em A[X].

De fato, f<> = f(/i! se i! é invertivel. Em particular, f<*> = £ para
i =0,1,... Vale a Formula de Taylor

fFX+Y) = fX)+ XY+ + > (X)Y
Para i > 0, denotamos

R F(X+Y,X) = f(X+Y) = [f(X) +---+ f>(X)Y ]
— f<i>(X) +f<i+1>(X)Y+ . +f<d>(X)Yd_i.

Em particular, R<” f(X +Y,X) = R'f(X + Y,X) para i =0,1,2.

Teorema 5.1. Seja f em Ok [X]. Se existe um xy em Ok tal que

1f (x0)| < 1" (x0)],

entdo existe x em Ok tal que f (x) = 0. Além disso, se . < 1 ¢ tal que

|f (x0)| < Alf7 (x0) 1%,

entdo existe um unico x tal que |x — xo| < M| f”(x0)].
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Demonstra¢go: Como em Secao 5.1, chegamos a Equacdo (5.1), dando

|R2f(xn+1, xn) |
|7 (%) 2

Como f: Og — Ok, segue sup{|R*f(x + &,x)|} < 1 (isto é, na notacdo de
Secao 5.1 que M’ =1),

| f (%n41)] < | f () %

|f (xa)|?
|f )| < 75— (%)
T IPaTE
Deduzamos por inducio a partir de () e pela hipotese |f(xo)| < A|f’(x0)|?
que
lf )l on
<A x0)|, +
s < M1 ) (9
resultando em
If7 (xa)l = 1f" (x0)] (%)
para todo n = 0,1,2,... Demonstremos primeiro (%), a partir de (), e depois
(1): Notamos que () implica
|/ (xa)]

_ 2% £
|xn+1 - xnl = |f’(xn)| <A |f (xO)l

para n =0,1,..., e consequentemente

|, — x0| < max{|x1 — xo[,...,|x, — xp-1}
< max{A,..., A2} (x0)| < |f (x0)].

Pela Formula de Taylor,

f(x+h)=f'(x)+ AR f(x + h,x),
e porque sup{|R’'f(x + A,x)|} <1 (dado f: Og — Ok),

1f e+ h) = f1(x)] < |

Em particular,

|f" (xn) = f/(x0)] < %0 = x0] < |f"(x0)],

entdo, pela forte desigualdade triangular, |f”(x,)| = |f'(x0)].
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Demonstremos (7): Pela hipétese,

f o)l _
ol =

obtemos por % para n = 1 que |f’(x1)| = |f'(x0)|. Por esta igualdade, pela
equacgao (*), pela desigualdade obtida acima (= a hipotese da inducao) e pela
hipétese,

A (%01,

£l _ 1f ()l
FGol ~ 177Gl
g (|f(xo>|
(o)

)2 L 2w
1f (x0)] o

Iterativamente
A f(xa)l

Em particular, xo, x1, %9, ...€é uma sequéncia de Cauchy, e por (*) e (),

| (%)
|/ (%)

Logo, existe x em Ok tal que x, — x e f(x) =0.
Suponhamos que x = x’,x” ambos satisfazem f(x) =0 e |x — xo| < A|f"(x0)].
Como

< AZf (x0)].

f(xns1) = < A¥'|f"(x0)| — 0.

f(x//) :f(x') +f/(x/)(x// _ x/) +R2f(x",x')(x" _ x/)Q,

se x” # ¥, entdo, porque f: Og — Ok e por divisdo com x” — x" # 0,
|/ (%)) < |x” = &' < max{]x” — xol,|x" — xo|} < Alf"(x0)| < |f'(x0)],

em contradi¢do a |f’(x)| = |f’'(x0)| para todos os n (como consequéncia de

($)). O

Seja kg o corpo residual de Ok. Em particular, as condi¢des do teorema sao
satisfeitas se |f’(xo)| = 1, isto é, se ¥y é uma raiz simples de m em kg [X].
Por exemplo, X? — X tem p raizes simples em [, e por isso p raizes em Z,. Isto
é, todas as raizes da unidade de ordem p — 1 sdo contidas em Z,.
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5.3. Lema de Hensel

Seja K um corpo ndo-arquimediano (isto é, um corpo equipado com um valor
absoluto nao-arquimediano que é nao-trivial e torna K um espag¢o métrico
completo) e seja Ok seu anel dos nimeros inteiros. Seja mg o ideal maximo de
Ok e kg = Og/mg o corpo residual.

Teorema 5.2 (Hensel). Seja f em Ok [X]. Se existem g ¢ h em kx [X] tais que eles
sao relativamente primos e

f =gk
entdo existem g e h em Og[X] tais g,h reduzem a g,h médulo mg, o grau de g é o
graude g, ¢

f=gh.

Demonstragao: Seja d = deg(f), m = deg(g), entdo d —m > deg(h). Sejam go, Ao

polindmios tais que gy = g e iy = A modulo mxk e deg(go) = m, deg(hy) < d —m.

Como g e & sdo relativamente primos, existem polinémios a,b em Ok [X] tais

que ago+ bhy =1 mod mg Entre os coeficientes dos dois polinémios g — goho e

ago+ bhyp — 1 em mg[X], seja # um tal com valor absoluto minimo.
Determinamos polindmios g e £ da forma

2
g=go+p1xc+ pon™ +---
}l=}l()+917t+q27l72+---
onde p1,p2,... € ¢1,42,. .. s3o polindmios de grau < m respectivamente < d —m.
A este fim, determinamos sucessivamente polinémios

D) -1
1= g0+ P+ ot 4+ Py

hnp-1=ho+q1m+ 92752 +--- +[)n_1ﬂ?”_1

tais que
f = gn-1hy-1 mod "

Os limites de g1, g2,... e f1,h9,. .. serdo os procurados polindmios g e 4.
Para n =1, esta congruéncia vale por escolha de gy e £y. Para n > 1, como

E&n = &n-1 +[)n75” e hy=h,1+ an”
a condicao imposta a g, e £, se reduz a

f - gn—lhn—l = (gn—lpn + hn—l?n)nn mod nn+1
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Dividindo por n”, equivalentemente

En-1qn + hn—lpn = goqn t+ hO[)n = f;z mod ©

onde f, = n7"(f — gu-1hy-1) em Ok [X]. Como gpa + hyb = 1 mod =, vale

goafy +hobf, = f mod ©

Gostariamos de por ¢, = af, e p, = bf,, mas os graus sdo eventualmente
grandes demais. Por isso, escrevemos

bffn = 80+ pn

com deg(p,) < deg(gy) = m. Como gy = g mod mg e deg(go) = deg(g), o
coeficiente o mais alto de gy é uma unidade; por isso ¢ em Og[X] e obtemos

go(afy + hog) + hop, = f, mod .

Omitindo do polindmio af, + /g todos os coeficientes divisiveis por n, obtemos
um polinémio ¢, tal que gog, + kop, = f, mod 7 e o qual, tomando em conta
deg(fn) < d,deg(go) = m e deg(hop,) < (d—m)+m = d, satisfaz deg(g,) < d—m,

COmo preciso. O

Para f(x) = a,x" + a;_1x" !

|/ (%)] := max{lagl,....|aal}.

+---+a1x +ap em K[X], ponha

Corolario 5.3 (Kurschak). Seja f(x) = azx™+a, 15" 1 +---+a1x+ag em K[X].

Se f ¢ irredutivel ¢ ay,a, # 0, entdo | f| = max{|ao|,|a,|}.

Demonstra¢ao: Apés escalamento, podemos supor que |f| = 1. Seja r minimo
com |a,| = 1. Logo,

f(x)=x"(ay+---+ayx"") mod mg.

Se r # 0,7, entdo f é redutivel por Teorema j;.2. m]
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6. Extensoes Finitas

Dois valores absolutos |-|” e |-|” sdo equivalentes se as suas func¢oes de distancia
induzidas sao Cauchy- ou topologicamente equivalentes. Enquanto estas duas
nocoes de equivaléncia sao distintas em geral (por exemplo, o exp: R —]0,00[
€ um isomorfismo topolégico contudo o seu dominio R é completo e o seu
contradominio é incompleto, em particular ndo Cauchy-equivalente), recordemo-
nos de que elas sao iguais quando as func¢oes de distancia sao induzidas de um
valor absoluto.

Proposicao 6.1. Dois valores absolutos |-|" ¢ |-
existe o > 0 tal que |-|” = |-|"“.

| s@o equivalentes se, e somente se,

Defini¢ao. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo normado K. Uma norma
sobre V é uma aplicacao ||-||: V — [0,00][ tal que

* ||v]| = 0 se, e somente se, v = 0,
* ||[Av]| = |A|||o]| para todo A em K evem V, e
* lo+wll < lloll + [l

Uma norma [|-|| (sobre um espaco vetorial V) induz uma funcao distancia d
(sobre V x V) por d(x,y) := ||lx — y]|.

Proposic¢ao. Duas normas ||-||" ¢ ||-]|”

¢ <1< C tal que

sao (Cauchy-)equivalentes se, e somente se, existe
el < (1" < ClI-IY

Demonstragdao: A identidade é uma aplicagdo linear sobre um espago normado,
logo é limitada. m]

Teorema 6.2. Seja V é um espago vetorial sobre um corpo normado completo. Se V
tem dimensao finita, ent@o todas as normas sobre ele sao equivalentes ¢ V é completo.

Demonstragdo: Seja e, ..., ¢ uma base de V e ||-||max @ norma do maximo

definida por
|Aier + - - + Ageqllmax = max{|A],....,|Aql}

Seja ||-|| uma norma sobre V. Mostramos por indu¢ao em z = dim 'V que ||-||
é equivalente a [|-||max-
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Certamente vale para n = 1.
Seja n > 1. Temos

[Arer + -+ Ageqll < [Mllleall +- -~ + [Allleqll < C- llAzer + - - + Ageqllmax

com C = |le1]| + - - - + |le4||. Para concluir, precisamos de mostrar que existe
D > 0 tal que
[l llmax < DII--

Caso nao, existe para todo n em 1 um x, em V tal que |x;|max > 2[/x,||. Em
particular, apés escalamento, uma sequéncia (x,) em V tal que x, — 0 para
Il e [|*4]lmax = 1 para todos os n em N. Seja x, = xp161+ - + %, 4¢€4.

Como |[x,|lmax > 1, existe para cada » em N um i, em {1,...,d} tal que
|%n4,| = 1. Existe i em {1,...,d} e uma subsequéncia (x,, : m) tal que i,, =i
para todos os m em N. Suponhamos que i = 1, e denotamos (x,,) por (x,).
Ponhamos y, = xﬁx” =e¢1+--- e seja W o subespaco gerado por ey,...,¢,.

Como y, — 0 e ||e1]| é constante, a sequéncia (y, —¢1 : #) é uma sequéncia
de Cauchy. Como W ¢é completo (pela hipétese da indugao), existe y em W tal
que y, — y+e¢1. Como y, — 0, logo ¢1 = —y em W, o que contradiz a defini¢ao
de W. m]

Corolario 6.3. Seja K um corpo normado e L uma extensao de K. Se K ¢ completo e
L ¢ finita, entdo o valor absoluto sobre K se estende unicamente.

Demonstragdo: Seja |-| um valor absoluto sobre L. Por Teorema 6.2, qualquer
outra norma, em particular valor absoluto, sobre o espaco vetorial finito L
sobre K é equivalente a |-|. Por Proposic¢ao 6.1, existe o > 0 tal que ele é igual
a |-|*. Como ele é igual a |-| sobre K, ele é igual a |-| sobre L. O

Dada uma extensao finita L sobre K, a norma sobre L definida por
NL/K o = det a- (61)

onde a- é o endomorfismo K-linear sobre L definida pela multiplicacao por a.

Se K = Q) e L = Qy[+/p], entdo [¥p| = {/m pela multiplicatividade. Se
x em L é uma polinémio sobre K avaliado em «/p, a determinacao de |x| é
mais complicada: No nosso exemplo K = Q, e L = Q,[+vp] = Q,1 ® Q,« para
a = v/p, calculamos que a- é dada, nesta base de L, por

)

logo deta = —p e Na = J]p].
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Teorema 6.4. Seja K um corpo valorado ¢ L uma extensdo de K. Se K ¢ completo
e L ¢ finita (de dimensao n), entdao o valor absoluto |-|x de K se¢ estende a um valor

absoluto |-|1, sobre L por
%[ = /INL/k *|x

Demonstragdo: Seja Or, o anel dos inteiros de K e O o seu fecho integral em L,
isto é,

¢ L ¢ igualmente completo.

6:={aeL: existe f(X) = X"+a, 1X" 1+ - 449 em Og[X] tal que f(a) = 0}

Mostramos que
6={a€eL:NykxemOg}. (*)

Se a em O, entdo, porque invariante pelos mergulhos no fecho algébrico, o
elemento Ny, /x o é em Ok.

Vice-versa, seja o em L tal que Np,/x o em Og. Seja f(x) = x4 + ag_1x471 +
-++ 4 ap o polindomio minimo de a em K{x].

Como Ny /x a = af em Ok, logo |a| < 1, isto ¢, ap em Ok. Por Corolario 5.3,
todos os coeficientes tém valor absoluto < 1, isto é, f(x) em Ok, isto é, « em O.

Verificamos que
%] = {/INL/k *| ()

é um valor absoluto sobre L: Vale |x| = 0 se, e somente se, x = 0, e pela
multiplicatividade de N, vale |xy| = |x||y|. Para |x + y| < max{|x|,|y|}, basta
ap6s divisdo por x ou y, mostrar que |x| < 1 implica |x + 1| < 1. Isto é, por
(%), se x em O entdo x +1 em O. Entdo (*x) define um valor absoluto, e sua
restricdo sobre K recupera o valor absoluto original. m]

Por Corolario 6.3, este valor absoluto é o tnico sobre L que estende o sobre
K.
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7. Teoria de Galois p-adica

Defini¢ao. Um polinomio é uma expressao obtida pelas operagdes + e - sobre
uma incognita X e Q.

Ele pode ser escrito da forma
ay X"+ ap 1 X" 1+ +a

com a,, a,-1, ..., ap em Q; fornece uma funcao f: R — R. Por exemplo, a
funcio polinomial f(x) = x%+ x — 1 tem a seguinte curva:
Frequentemente interessa o ponto

* em que duas tais curvas se intersectam, ou
* em que uma tal curva atinge seu maximo:

Achar as coordenadas destes pontos reduz-se a resolu¢cdo de uma equacao
polinomial
fFX)=X"+a, 1 X" 14+ 449=0.

41



0 [ -
-9 -
| | | |
-2 -1 0 1 2
Isto é, queremos calcular as raizes de f, os ntimeros rq,...,7, tais que f(r1),

ey £(rg) = 0.

Questao. Hd uma formula para calcular as raizes de f?

7.1. Solugoes em grau menor

Quanto maior o grau n do polindmio, tanto mais engenhosidade requerida
para calcular a raiz:

+ (Completamento do Quadrado) Se n = 2, isto é x* + px + ¢ = 0, entdo

X4px+qg=(x+p/2)? - p*la+q

x=—p/2% P24~ q. (+)

 (Método de Cardan) Se n = 3, isto é x% + ax® + bx + ¢ = 0, entdo

e obtemos

(i) Substitua x por ¥ = x + £ com & = —a/3, para obtermos
Barpivg=x>+ax’ +bx+c.

(ii) Substitua X por x" + x” tal que x'x” = —p/3, para obter

3 3

X xd 4 (X" +x") 3" +p)+ g ="+ X"+ q.

(iii) Ponha X’ = 5’3 e X" = x”'3, para obtermos

X +X" =—¢q e X'X" = —p/27.

42



Como
(X+a)(X+p)=X2+ (a+p)X +ap,

segue que os valores X’ e X” sao as solugdes de
X% - gX - p3/27 = 0.

A formula (*) para n = 2 nos da para X = VX' + VX",

%= i/—q/2+ NG A+ p3)27 + i/—q/Q — \J§2/4+ p3/27.

o Sen=4,isto é x*+--- =0, entdo o Método de Ferrari mostra como reduzir

a uma equacdo polinomial de grau 3.

Entao toda equacao polinomial de grau 2, 3 ou 4 tem soluc¢des que se expri-
mem

¢ pelos seus coeficientes ao,a1,. .. e nimeros racionais,
* sujeitos as operagdes +,- e /- (para n = 2,3,4)

Questao. Hd uma formula dando as raizes para n = 5?

7.2. Permutacdes de Raizes

Para raizes ry,...,7,, o seu Corpo de Niimeros é
@(Tl’- .. ,771)
:={ todos os numeros obtidos por + e - sobre Q e rq,...,7,}

Por exemplo, para f(X) = X* — 2 com raizes {£V2,+V-1V2}, estes nameros
tém a forma

QW-1V2) =Q 50V oV oQV2
o0V_1 eQV-IV2 e0V_IVZ  eQvV_1VZ.

um espago vetorial de dimensao 8 sobre Q.

Defini¢ao (Corpo Radical). Um corpo de nimeros Q(ay,...,a,) é radical se,
para cada i =1,...,m, existe s; tal que
o em Q(oy,...,0-1).
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Por exemplo

r=V2+5-Vi2.

€ no corpo de nimeros radical

Q(V2, V12, V2 + 5 - V12).

Observagao (Radical = Formulavel). As raizes de um polinémio sio num corpo
de numeros radical se, e tio-somente se, saio dadas por uma férmula.

Notamos que,
* o corpo radical pode ser maior que o gerado pelas raizes;
* em particular os geradores podem diferir das raizes.
Questao. Como as raizes revelam a radicalidade?
Recordemo-nos de que um automorfismo é uma aplicacao
* injetora cujo dominio iguala a sua imagem (= auto), e
* que respeita as operacoes + e - (= homomorfismo).

Defini¢ao (Grupo de Galois). Sejam ry, ..., r, as raizes de um polinémio
irredutivel em Q[X]. O seu Grupo de Galois é

Gal(Q(ry,...,r,)/Q) :={ todas as permutagies das raizes r1,...,r, que

se estendem a automorfismos sobre Q(r1,...,r,) }
Por exemplo para f(X) = X* — 2 e as suas raizes
{-_i-\4/§, iﬁ@},
toda permutacdo ¢ que respeita + e - satisfaz
* (=) =-0(),
¢ o(V-T) = £V,

Logo ha 8 permutacdes no Grupo de Galois dadas

* por f em {J_rl,i\/—_l} dado por V2 > V2, e
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V2 |- V2| V-1 V2 | - V-1 2

1 1 1 l

V2 | —1V2 | sV=11V2 | - V=112
* por * em {+1} dado por V=1V2 — «V=1V2,

da forma que as permutacées sao dadas pela tabela
Examinamos o corpo radical Q(+/a) que é incluso no corpo

Q(+¥/a,C,) onde {, é uma raiz de 1 de ordem n
gerado pelas raizes do polinémio f(X) = X" — a.
O Grupo de Galois G’ de Q({,) sobre Q é descrito por
G — (Z/n2)"
o — k determinado por 6({) = ke

o Grupo de Galois G” de Q(*/a,{,) sobre Q(L,), isto &, que fixa todo elemento
em Q(C,), é descrito por

G"—> Z/nZ
c — k determinado por 6(a) = Ckoc.
Os monomorfismos G’ — Z/nZ" e G” — Z/nZ unem-se a

Gal(@({a..,)/@) = (/15 EE)

Recordemo-nos da notagao [, para o corpo finito de p elementos; explicita-
mente dado por Z/pZ.

Teorema (Galois). Seja p um nimero primo e f em Q[X] de grau p. Existe uma
formula para os zeros de f se, e tao-somente se, o Grupo de Galois dos zeros de f ¢

contido em ([F; [?’)

Parap=5e f(X) = X® - X +1, todas as permutagdes das raizes rq, ..., 75
respeitam + e -. Isto é, o Grupo de Galois é

{ todas as permutagdes de F5},

o qual ndo é um subgrupo de ([FZ [25 ) Logo, nao ha férmula.
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7.3. Grupo de Galois

Um elemento o na extensdo E de um corpo F é algébrico se existe P(X) €
F[X] tal que P(a) = 0. Entre todos os tais P com P(a) = 0 existe um tnico
polinémio M(X) = X"+a,_1 X" 1+ - -+a( de grau minimo (ou, equivalentemente,
irredutivel) e cujo coeficiente dominante é igual a 1, o polinomio minimo de
a. A extensdo E de um corpo F é algébrica se todo elemento é algébrico;
equivalentemente, se é gerada por elementos algébricos. Em particular, E é
uma extensao algébrica finitamente gerada de F, se, e tio-somente se, o espaco
vetorial E tem dimensao finita sobre F; chamemos uma tal extensiao de extensao
finita e denote [E : F] = dimp E. Se E é gerado por um elemento a e M(X) o
seu polinomio minimo, entdao F[a] = F[X]/M(X)F[X]; em particular, dimp E =
grau de M(X).

Um polinémio P(X) sobre um corpo K é separdvel se se todos os zeros (em
uma extensao normal de K) de P sao diferentes.

Proposigao 7.1. Um polinomio P(X) ¢ separdvel se, e tao-somente se, P(X) e P’(X)
sao relativamente primos.

Demonstragao: Se P(X) é separavel, entao para qualquer zero o, pelo produto
P(X) = (X—-a)---Q(X), observamos que « nao é um zero de P'(X).

Se P(X) nao é separavel, entio P = (X — 2)?Q (X), e « é um zero de P’(X)
também pela regra de produto da derivacao. m]

Observagdo 7.2. O maior divisor comum de P e P’ pode ser computado pelo
algoritmo de Euclides.

Proposicao 7.3. Os polinomios irredutiveis sobre um corpo k sao todos separdveis se,
e tao-somente se, a caracteristica de k ¢ 0. Mais precisamente, se K tem caracteristica 0,
entdo todo polinomio ¢ separdvel, e se K tem caracteristica p > 0, entdo o polinomio é
se[)am’vel se, ¢ tao-somente se, em um polino’mio em XP.

Demonstragdo: Seja P um polinémio irredutivel. Por Proposicao 7.1, P é separavel
se, e tdo-somente se, P e P’ sdo relativamente primos. Caso contrario, P|P’
porque P é irredutivel. Logo, como o grau de P’ é menor do que o de P, temos
P’ = 0. Se P’ = 0, entdo P e P’ ndo sao relativamente primos, entdo P nao é
separavel. Isto é, P é separavel se, e tio-somente se, P’ # 0. Temos P’ =0 se, e
tdo-somente se, a caracteristica é p > 0 e P € um polindmio em X?’. m]

Uma elemento a da extensdo E algébrica de um corpo F € separdvel se o
polinémio minimo M(X) de o é separavel.
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Observagdo 7.4. Se a caracteristica de F € 0, entdo toda extensao é separavel.

A extensdao E de um corpo F é separdvel se todo elemento é separavel;
equivalentemente, se é gerada por elementos separaveis.

Teorema 7.5 (Teorema do Elemento Primitivo). Uma extensao finita é separdvel
se, ¢ tdo-somente se, ¢ gerada por um iinico elemento separdvel.

Proposigao 7.6. A extensao E finita de um corpo ¥ ¢ separdvel, se, e tao-somente se,
para toda extensao normal N que contém E existem [E : F] homomorfismos E — N
que fixam F.

Demonstragao: Por inducao, basta olhar o caso que o seja um elemento separavel
que gera E. Todo automorfismo que fixa F tem de enviar « a um zero do
polinémio minimo M de «, e o valor de o determina o automorfismo. Logo,
existem < E : F homomorfismos E < N. Se E é separavel, entdo existem E : F
zeros diferentes, e todo zero como valor de o determina um homomorfismo
E — N. m|

Uma extensao E algébrica de um corpo F é normal se P(X) € F[X] e a em E
tais que P(a) = 0, entdo todos os zeros de P(X) sdo em E. Uma extensdao de
Galois ¢ uma extensao normal e separavel.

A formulacdo e demonstracdo do Teorema Fundamental da Teoria de Galois
segue as dadas por Emil Artin nas suas Notre Dame lectures. Notemos que E ¢
Galois:

Teorema 7.7 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja F um corpo.
Se E ¢ uma extensao de Galois de ¥, isto ¢, E = F(aq,. . .,a,) é gerado por elementos
distintos tais que (X — a1) - - - (X — a,) em F[X], entdo

* 0 grupo G = Aut(E/F) ¢ finito,
e sdo aplicacoes mutuamente inversas

{sub-extensies E/S/¥F} = {subgrupos de G}
S — Aut(E/S)
EY — H

e valeE:S =#Aut(E/S) ¢e#H =E : EH.
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Demonstrag¢go: Demonstremos que as aplicacées sio mutuamente inversas, isto

-

€
S = EAYES) o H = Aut(E/EH).

Como as inclusdes valem sempre, bastaria mostrar que as cardinalidades sao
iguais, isto €,

E:S=E:EAES o #H = Aut(E/EH).
Em vez de demonstrar estas igualdades, demonstremos
E:S=#Aut(E/S) e #H=E:E! (*)
que as implica por
E:S=#Aut(E/S) = E: EA%E/S o  #H =FE:EH = # Aut(E : EF);

e, além disso mostra a terceira (em particular, a primeira) parte da proposicao!
Logo, basta de demonstrar (x).

Demonstremos E : S = # Aut(E/S)! Por inducao, basta de demonstrar que se
K = S(a1,...,a;-1) e L = K(a;) para i < n, entdo existem exatamente L : K
extensdes do mergulho ¢: K — E a L. Ou, equivalentemente, que (a imagem
sob ¢ d’) o polindmio minimo P de a = 4; sobre K tem exatamente L : K raizes.
Como L = K[X]/PK[X], logo L : K = grau de P, isto vale se, e tio-somente
se, P tem nenhuma raiz dupla. Isto vale porque P, o polindmio minimo de q;,
divide o polinémio (X —a;) - - - (X — a,) sem raiz dupla.

Demonstremos #H = E : EH! Como H C Aut(E/EH) e # Aut(E/EH) = [E :
EH] pela primeira parte, basta mostrar E : EH = dimgu E < #H. Isto &, quaisquer
b1, ..., by, em E para n > #H sdo linearmente dependentes sobre EH: isto &,

ptn (EH™ £ 0

para b = (b1,...,b,) e -+ os vetores ortogonais em E” a - com respeito ao
produto escalar.
Se ¢ em (EH)" é ortogonal a b, entdo ke = ¢ é ortogonal a kb; logo

b n (EH" = (Hp)* n (ED)".

Seja x um dos vetores diferentes de zero Hb* com o ntimero maximo de entradas
iguais a zero. Seja x; # 0 uma entrada diferente de zero; ap6s escalamento,
suponhamos x; = 1.

Se x ndo fosse em (EH)”, isto é, existisse um 4 em H tal que y :=x—hx # 0,
entdo y em Hb* e y; = 0; em contradi¢do a escolha de x. m]
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7.4. Utilidade do NUmeros p-adicos

Como Q, é completo, as propriedades algébricas sao de um ponto de vista da
Teoria dos Nimeros mais faceis do que as de Q: Recordemo-nos de que o Grupo
de Galois de uma extensido E de um corpo F consiste de todos os automorfismos
do corpo E que fixam F. Pela defini¢dio de Q, como completamento de Q, a
inclusdao Q@ € Q € densa. Logo, toda aplicagdo continua sobre Q, é determinada
pelos seus valores sobre Q, isto é,

Aut(@/,) = Gal(@l,/@p) — Gal(Q/Q).

Porém, ao contrario de R, o completamento de Q para ||, cujo grupo de Galois
absoluto
Gal(R/R) = Gal(C/R) = {id,"}

é finito, o grupo de Galois absoluto Gal(@l, /Qp) de Q,, embora mais facil do
que o de Q, continua a ser infinito.
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8. Extensoes Ciclotomicas

Seja K um corpo. Denote
Hp == {x em K tais que x" = 1}.

Pela iterada divisdo com resto um polinémio P de grau z tem < n raizes: pela
divisdo com resto P = Q (X — a) + R com grau R < 1, isto é, constante; como
P(a) = 0, necessariamente R = 0. Como x” = 1 se e tao-somente se P(x) =0
para P(X) = X" — 1, vale

#{x em K" tal que x" =1} < n
Se a caracteristica de K é p 1 n ou 0, entdo
HHy, =1
pois a derivada nX""! ¢ relativamente primo a X" — 1.
Proposigao 8.1. Zodo grupo G tal que, para toda ordem n,
#{g em G tais que g" =1} <n (%)
¢ ciclico, isto ¢, gerado por um elemento.

Demonstragdo: Seja x um elemento em G de ordem (= o menor nimero z > 0 tal
que x" = 1) maxima. Se n < #G, entdo ha por (1) um y em G cuja ordem nao
divide n. Entdo a ordem de z = xy é > n, em contradi¢do @ escolha de n. O

Corolario 8.2. 0 grupo p, ¢ ciclico.

Demonstra¢do: por Proposicao 8.1, porque se x tem ordem =, se, e tio-somente
se é zero de P(X) = X" — 1; e P(X) tem < n = grau P zeros. O

8.4. Teoria de Galois

Um elemento o na extensao E de um corpo F é algébrico se existe P(X) €
F[X] tal que P(a) = 0. Entre todos os tais P com P(a) = 0 existe um tinico
polinémio M(X) = X"+a,-1X" 1+ - -+a( de grau minimo (ou, equivalentemente,
irredutivel) e normalizado (isto é, cujo coeficiente dominante é igual a 1), o
polinomio minimo de «.

Observagdo. Observemos que, se M é um polinémio minimo, entao todo zero
a de M tem M como polinémio minimo, porque M anula «, é irredutivel e
normalizado. Logo, pela unicidade, M o polinémio minimo de a.
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8.2. Injetividade
Seja {p um gerador de p, e P o seu polindmio minimo.
Lema 8.3. Zodos os zeros de P sao geradores de .

Demonstragdo: Se { nao é gerador de p,, entdo { é zero de um polinémio X4-1
para d | n. Logo, o seu polinémio minimo M divide X¢ — 1. Se P({) fosse
0, entdo, pela observacao, P = M|X¢ - 1. Em particular, todos os zeros de P
estariam em pg; contradicao a {y ser zero de P! Logo P({) # 0. O

Seja Z/nZ o “menor” anel tal que n — 0, isto €, se A tal que n — 0, entdo
existe Z/nZ — A. Explicitamente, Z/nZ = {x + nZ : n € Z}. Seja

Z/nZ* = {todas as unidades em Z/nZ}.
e seja a fung¢do de Euler ¢: N — N dada por
nw #Z/nZ".
Proposi¢ao 8.4 (Injetivade do homomorfismo). Zemos o mergulho

Gal(K(p,)/K) — Z/nZ"
o kondeo(C) = C_,k

para um gerador C de .

Demonstrag¢do: Se P é o polindomio minimo de {, entdo todo automorfismo ¢
em Gal(K(p,)/K) permuta os zeros de P, isto é, por Lema 8.3, permuta os
geradores de p,. Como p, =Z/nZ, e

{geradores de Z/nZ} = Z/nZ",
temos
Z|nZ* = { geradores de p,}

dado por k£ + {F para um gerador { de p,. Logo, o homomorfismo é bem-
definido.

E injetor porque { gera p, e por isso todo homomorfismo ¢ de K(p,) que
fixa K é determinado pela imagem o ({). m]
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8.3. Sobrejetividade

Recordemo-nos de que Z é um dominio euclidiano, em particular, existe o
maior divisor comum. Como Z* = {+1}, definimo-lo pelo maior divisor comum
positivo.

Defini¢ao 8.5. Um polinomio nao-nulo f(x) em Z[x] é primitivo se o maior
divisor comum dos seus coeficientes é (associado a) 1.

Lema 8.6. S¢jam f e g em Z[x]. Se f e g sao primitivos, entdo f g é primitivo.
Demonstrag¢do: Por contraposicao: Seja f g nao primitivo, isto é, existe p em Z

que divide todos os coeficientes de f g, isto é, tal que

fe=fg=0e7/p7|x]

onde fg, f e 7 denotem as reducdes de g, f e g modulo p, isto €, os polinémios
cujos coeficientes sdao as reducdes modulo p dos coeficientes de f g, f e g. Logo,
como Z/pZ é um dominio integro, ou f , ou g é zero. Em particular, ndo ambos,
f e g sao primitivos. ]

Proposigao 8.7. Seja f em Z[x]. Se f ¢ ndo-constante ¢ primitivo, e se f(x) =
g(x)h(x) para g(x) e h(x) em Q[x], entdo g(x) e h(x) em Z[x].

Demonstragao: Seja f = gh com f, g em Q[x]. Logo, existem d e ¢ em Z tais
que

d- f(x)=ego(x)ho(x)

com gy e hp em Z[x] primitivos. Por Lema 8.6 go(x)ho(x) é primitivo. Como
f (%) é primitivo e nao-constante, necessariamente d = e. Isto é, f(x) é redutivel
em Z|[x]. O

Corolario (Lema de Gauss). Seja f em Z[x]. Se f nao é constante e primitivo,
entdo [ é (ir)redutivel em Z[x] se, e tao-somente se, f ¢ (ir)redutivel em Q[x].

Demonstragao: Se f é redutivel em Z[x], entdo a fortiori em Q[x].
A implicacao inversa é Proposicao 8.7. m]

Seja { uma raiz primitiva em p, e m(x) o seu polinémio minimo em Q[x].
Por Lema 8.3,

{ zeros de m(x)} C { raizes primitivas em p,}.
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Por Proposi¢ao 8.4, temos
degm(x) = Q(0) : Q =#Gal(Q(Q)/Q) <#Z/Z" = d(n).
Temos #{ raizes de m(x) } < deg m(x). Mostraremos
#{ raizes de m(x) } > ¢(n)
para concluir Q(0) : Q = ¢p(n).

Lema 8.8. 7em-se
1-C=n.
Cepn—{1}

Demonstra¢do: Tem-se

X-(=X"-1/X-1=X"14+...+X+1.
tepn—{1}

Ao substituirmos X por 1, obtemos o resultado. m]

Lema 8.9. Seja p um niimero primo ¢ em p,,. Se p + n, entdo (' =1 mod p implica
¢ =1.

Demonstragdo: Por contraposi¢do, mostremos equivalentemente que se {'—1 # 0,
entdo p f ' — 1. Como p 1 n, por Lema 8.8,

(1-C¢) =n# 0mod p.
Cepn—{1}

Logo 1 - # 0 mod p para todo { # 1 em p,; em particular, para todo . O

Como m(x) é minimo, m(x)|X" — 1. Isto é, existe A(x) em Q[x] tal que
X" —1=m(x)h(x).

Proposicao 8.10. Se¢ja  uma raiz de m(x) e X" —1 = m(x)g(x) e p um nimero
primo. Se (P ¢ uma raiz de h(x), entdo p|n.

Demonstra¢go: Como X" —1 é primitivo e nao-constante, pelo Lema de Gauss,
mais exatamente Proposi¢do 8.7, m(x) e g(x) em Z[x]. Se £({?) = 0, entdo

0=h(¢") = A (C?) = h(C)? mod p
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onde A?)(x) é o polinomio cujos coeficientes sdo as p-ésimas poténcias dos de
h(x). Logo, X" —1 = m(x)g(x) em Z/pZ[x] tem a raiz dupla {; equivalente-
mente, #({" —1) = 0 mod p.

Como { é uma raiz de m(x), em particular primitiva por Lema 8.3, em
particular, "1 £ 1. Se p 1 n, entdo, por Lema 8.9, ¢" 1 £ 1 mod p. Como
Z[pZ é dominio integro, segue n = 0 mod p; isto é, p|n; contradicdao a p 1 n!
Logo p|n. m]

Corolario 8.11. 7emos
#{ raizes de m(x) } = d(n).

Demonstragdo: Seja { uma raiz de m(x). Por Proposicao 8.10, para todo primo p
que ndo divide z, também {? é uma raiz de m(x). Como tais p geram o grupo
multiplicativo Z/nZ" e

Z|nZ* = {raizes primitivas em p,},

logo

{ raizes de m(x) } = {raizes primitivas em p,}.

Corolario 8.12. 7emos

Q) : Q= ¢(n).
Demonstra¢do: Temos
Q(C) : Q = degm(x) > #{ raizes de m(x) } = ¢(n);
a ultima igualdade por Corolario 8.11. m]

Corolario 8.13 (Sobrejetividade do homomorfismo sobre Q). O homomorfismo
entre grupos

Gal(Q(p,)/Q) — Z/nZ*
6 — k onde o (¢) = ¢F

para um gerador C de p,, ¢ sobrejetor.

Demonstragdo: Por Proposicdo 8.4 o homomorfismo é injetor. Por Corolario 8.12
e pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, o lado esquerdo tem car-
dinalidade ¢(z) = a cardinalidade do lado direito. Logo, o homomorfismo é
bijetor. m]
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8.4. Calculo da Funcao de Euler
Para calcular ¢(n), decomponhamos 7 nos seus fatores primos.
Defini¢ao 8.14. Seja A um anel. Para dois elementos a e b,

* um maior divisor comum d = mdc(a,b) é um divisor de a e b, tal que, se ¢
¢é outro divisor de a e b, entdo d divide e.

* um menor miltiplo comum m = mmc(a,b) é um multiplo de a e b, tal que,
se n € outro multiplo de a e b, entdo n é multiplo de m.

Um elemento a em A é um divisor de zero se existe b em A nao-nulo tal que
ab =0. A é um dominio integro se nao tem divisores de zero.
Dois elementos a e b em A sdo associados se existe € em A* tal que b = ea.

Observagao 8.15. Seja A um anel. Se A é um dominio integro, entdo o maior
divisor comum e o menor multiplo comum de dois elementos @ e b em A é
univocamente determinado exceto associacgao, isto €,

¢ dois maiores divisores d’ e d”” comuns sido associados, e
¢ dois menores multiplos m’ e m” comuns sdao associados.

Demonstragdo: Se d’ e d” sao dois maiores divisores, entdo, por definicao, d’|d”
e d”|d’, isto é, existem u e v em A tal que d’ = uvd’ e d” = uvd”. Como A nao
tem divisores de zero, ou d’ e d” sao nulos, ou uv = 1; em ambos os casos, d’ e
d” sao associados.

Da mesma maneira para dois menores multiplos comuns. m]

Um anel A é um dominio euclidiano se existe uma fun¢ao de grau v: A —
N U {-co} tal que v(0) = —c0 e para todo a e b nao-nulo com v(d) < v(a)
existem ¢ e r tais que

a=bg+r comu(r)<uv(b).
Exemplo 8.16. Anéis euclidianos sao
(i) oanel Z com v = ||,
(ii) o anel Z[i] com v(a + bi) = a® + b2, e

(iii) o anel polinomial A[X] para um dominio integro A com v(f) definido

pelo grau de f.
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Lema 8.17. Se A ¢ um dominio euclidiano, entdo A ¢ um dominio principal.

Demonstragdo: Seja I um ideal em A e iy em I um elemento ndo-nulo em I de
grau minimo. Para todo a =i em I e b = iy existem ¢ e r tais que

a=gqb+r comu(r) <uv(b).

Em particular, » em I. Como v(r) < v(d) e v(b) = v(ip) é minimo, r = 0. Isto &,
I = (ip). O

O maior divisor comum e o menor multiplo comum de dois elementos a e &
em um anel A nio sempre existe. Porém, se A é um dominio de fatora¢ao tnica,
entdo existe, sim. Um dominio principal é em particular um de fatoracao tnica;
a seguinte Proposi¢ao 8.18 mostra diretamente que o maior divisor comum e o
menor multiplo comum em um dominio principal sempre existe:

Proposicao 8.18. Seja A um anel. Se A é um dominio principal, entdo
(a) +(b) = (mdc(a,b)) e (a)N(b)=(mmc(a,b))

Demonstra¢go: Como A é um dominio principal, existe d em A tal que (a)+(b) =
(d). Em particular, d|a,b. Logo,

(mdc(a,b)) C (d) = (a) + (b)
Como mdc(a,b) pertence a {d € A : d|a, b},
(a) + (b) C (mdc(a,b)).

Concluimos

(mdc(a,b)) C (a) + (b) C (mdc(a,b)),
logo (a) + (b) = mdc(a,b).

Semelhantemente: Como A é um dominio principal, existe m em A tal que
(a) N (b) = (m). Em particular, a,b|m. Logo,

(mmc(a, b)) 2 (m) = (a) N (b)
Como mmc(a,b) pertence a {m € A : a,b|m},
(a) N (b) 2 (mmc(a,b)).

Concluimos
(mmc(a,b)) C (a) N {b) C (mmc(a,b)),

logo (a) N (b) = mmc(a,b). O
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Nota. O maior divisor comum de dois nimeros em um dominio euclidiano
pode ser calculado explicitamente pelo Algoritmo de Euclides Estendido; vide
Teorema A.1.

Dois ideais I e J sdo coprimos (ou relativamente primos) se todo ideal que
contém I e J necessariamente contém 1, isto é, se I +] = A.

Lema 8.19. S¢ja A um anel e sejam 1 ¢ ] ideais em A. Sel e] sao relativamente
coprimos, entdo
InJ=1].
Demonstragdo: Basta demonstrar que se I +] = A, entdo
InJcI].
SejaaemIN]Jel=i+j. Comoaieajsioeml],logoa=ai+ajéeml]. O

Teorema 8.20 (Teorema Chinés dos Restos). Seja A um anel e sejam 1 ¢] ideais
em A. Sel e] sao relativamente primos, entdo

A/T] = A/Tx A/].

Demonstragao: A aplicagao € injetora, porque A — A/IXA/] tem nucleo IN] =1J
por Lema 8.1q.

A aplicagdo € sobrejetora, porque I e J sdo relativamente primos se, e tao-
somente se, I +] = A, isto ¢, existem i em I e j em J tal que i + j =1. Como a
imagem é um ideal sobre A, é suficiente mostrar que os seus geradores (1,0) e
(0,1) sao valores. Calculamos

j=i+j=1modl e j=0mod]

i=0modI e i=i+j=1mod].

Corolario 8.21 (Teorema Chinés dos Restos para os Inteiros). Se m ¢ n sao
coprimos, isto ¢ mdc(m,n) = 1, entdo

ZlmnZ =Z]mZ X Z]/nZ.

Demonstra¢go: Como Z é um dominio euclidiano, em particular, um dominio
principal, as condi¢des de Proposicao 8.18 sdo satisfeitas e

(m){n) = (mmc(m,n)) = (mn) e {(m)+(n)={(mdc(m,n)) = (1).
Por Teorema B.5

Z]{mn)Z =Z[{m)(n)Z = Z|{m)Z X Z|{n)Z.
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Corolario 8.22. Sen = pi' --- py' ¢ a decomposi¢do de n em fatores primos, entdo
Z|nZ" = Z[p7Z" X - X Z|p' Z".

Demonstragdo: Por indugao, usando que os produtos cujos fatores sio dados por
dois conjuntos de nimeros primos tém um divisor comum se, e tdo-somente se,
a intersecdo dos dois conjuntos nao é vazia, obtemos por Corolario 8.21

ZInZ = Z|pZ X --- X Z|p;' Z.

Como 7 € um isomorfismo de anéis, em particular € um homomorfismo multi-
plicativo; logo

Z|nZ" = Z[p7Z" X - X Z[p' Z".
Lema 8.23. Um elemento x em Z/p"Z ¢ uma unidade se, e tao-somente se, p nao
divide x. Isto é,

ZIPZ = {x+y e Z/pT x=1,...p-Tey=1,..p"}.

Demonstracao: Um elemento x € uma unidade em um anel A se, e tao-somente
se, o endomorfismo dado pela multiplicacdo m: a +— x - a é sobrejetor. Se A é
finito, entdo m é sobrejetor se, e tdo-somente se, m é injetor. O endomorfismo
dado pela multiplicagdo m: a +— x-a € injetor se, e tdo-somente se, x nao divide
0.

Como A = Z/p"Z é finito, e x divide O se, e tao-somente se, p divide x,
concluimos que x é uma unidade se, e tio-somente se, p nao divide x. O

Corolario 8.24. Sen = pi' --- p;' ¢ a decomposi¢do de n em fatores primos, entdo

¢(n) = (p1 - l)pil_l o (pn — 1)177?—1.

8.5. Teoria do Corpo de Classes p-adico

A Teoria do Corpo de Classes classifica as representacées de dimensdo 1 de
Gal(Q,/Qy). Todas elas fatoram através do seu quociente abeliano méaximo.
Vamos descrevé-lo:

Teorema (Kronecker-Weber). A extensdo abeliana maxima de Q) (= a maior
extens@o em Qp cujo Grupo de Galois é abeliano) é Q,(p) com

|J,:U|J,n e pn:{todososCem@p tal que C" =1}

ab

as raizes da unidade. Equivalentemente, com -*° o0 maior quociente abeliano,

Gal(Q,/Q,)™ = Gal(Q,(1)/Qy)
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Ppo = U Hpn € Hpp = U Hpm-1,

neN neN
vale
Qp(p) = Qp(pp=) ® Qp(pyp).
Tem-se
oc—k como(l)= Qk para { gerador de pn

e

Gal(Qp(pyn1)/Qp) = Gal(Fyn/Fp) = Z/nZ

c—k como= d)k para ¢ = - Frobenius

Logo

Gal(Qy(p)/Qy) = Z, x Z =T,

Definimos o Grupo de Weil Weil(Q,/Q,) pela imagem inversa
Gal(@p/@p)ab - Z; X Z = @;
Weil(Q,/Q,)*™® = Z;, x Z = @

A imagem inversa de Q, = Z} X Z sob o isomorfismo Gal(Qp(p)/Qp) =

Z, X Z = @; é o Grupo de Weil Weil(Q,/Qy). Seja K um corpo de niimeros p-ddicos,
isto €, uma extensao finita de Q, e seja V um K-espaco vetorial de dimensao
finita. Investiguemos as ag¢des sobre V quando dimV = 1:

Teorema (Corpo de Classes). Para K corpo de niimeros p-ddicos,
Gal(K/K)* = K*.

Corolario (Langlands para dim'V = 1). Dado um corpo topologico e V um espago
vetorial de dimensdo 1, hda um espago vetorial B tal que “naturalmente”

representagoes continuas N representacoes continuas
Weil(Q,/Qy) ~ V N GL1(Qy) ~ B
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9. Numeros complexos
Para um corpo K, denota
K := o fecho algébrico de K;

isto é, o corpo dado pela reunido de todas as extensdes finitas de K.
Seja K um corpo nao-arquimediano.

Corolario (de Teorema 6.4). O valor absoluto sobre K estende-se de maneira iinica
ao seu fecho algébrico K.

Entdo, K é um corpo normado (por um valor absoluto nao-arquimediano).
Logo, veremos que nio sempre K é um corpo nio-arquimediano porque pode
ser incompleto! Por exemplo, @l) nao é completo.

Seja k o corpo residual de K e k o corpo residual de K.

Proposicao. O corpo residual k de K ¢ o fecho algébrico de k. Vale K| = YIK*,
isto é,

|K*| = { todos os r em ]0,00[ para que existe n em N tal que r" em |K*|}.
para q q

Demonstragao: Para ver que ké algébrico sobre k, dado ¥ em k, basta reduzir o
polinémio (tal que o maior valor absoluto dos seus coeficientes é 1) de um levan-
tamento x a K. Da mesma maneira, para ver que k é algebricamente fechado,
dada um polinémio F(X) em k[X], basta reduzir a raiz de um levantamento
F(X) do polindomio a K[X].

Para ver |K*| = %‘/@, mostramos ambas inclusoes: Para |K*| ») W,
basta notar que para todo x em K e z em N, existe y em K tal que y” = x. Por
Teorema 6.4, vale |K*| c %’]@ O

Por exemplo, para K = Q,, temos k= [l_:l, e |K*| = [)@.
Fato 9.1. O fecho algébrico @p de Q, ¢ incompleto.

Seja
C, = o completamento do fecho algébrico Q,

Lema g.2. Se¢ja K completo ¢ [ em K[X]. Se existem M, Ao, ...em K tal que (A1),
f(Ag), ...— 0, entdo existe . em K tal que f(\) = 0.
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Demonstra¢ao: Podemos supor que o coeficiente do indice mais alto de f seja 1.
Em particular, existem &;,...,&, em K tal que f = (x — &) - - - (x — &,).

Seja A em K. Como lf (M) =|A=E&1] - |A—E,l, existe n; em {1,...,n} tal que
A — x| < |f(N)]. Como {1,...,n} é finito e N infinito, existe ny em {1,...,n}
e um subconjunto infinito I em N tal que |A; — &,,| < |f(\;)| para todos os i
em I. Como f(A;) — 0, em particular (A; — &,, : i € I) converge a 0, isto é
(A :iel)ag,. ComoK é completo, lim;c1 A; = &,, em K. Isto é, f tem uma
raiz em K. |

Teorema ([Sch84, Theorem 17.1]). O completamento do fecho algébrico de K é
algebricamente fechado.

Demonstra¢do: Vamos mostrar que se L. é um corpo algebricamente fechado e
denso em um corpo completo K, entdo todo polindmio f = ap+ a1 X +---+
ap1X"1+X" em K[X] tem uma raiz em K.

Seja fi, fo,. .. uma sequéncia de polindmios em L[X] de grau n que converge
a f; isto é, cada coeficiente converge.
Como L é algebricamente fechado, obtemos raizes A1, Ag,... de fi, f5,... em

L. Para aplicar Lema .2 e assim concluir a demonstragdo, vamos mostrar que
f (M), f(A),... — 0: Como

) = F) = fi(h) = [ao—ao(i]) + [@1—ar (i) i+ - -+ [an-1 = ap-1 (AT,
e os coeficientes de f; convergem aos de f, obtemos que
S () =0,

pois |, |Ag[,. .. é limitado pela continuidade da radiciacdo de um polindmio
nos seus coeficientes: Para f = ap+ a1 X +--- + ap1 X" 1 +X" e A uma raiz de

[, vale
1A < max{+/laol, "Vlail,...,las-1l}.

O

Corolario. O corpo C, ndo-arquimediano « ¢ algebricamente fechado, * ¢ de dimensdo

infinita sobre Qy, » tem como corpo residual kc, = E,, e  tem como grupo de valores
absolutos |C;| =p 9

Demonstra¢do: A primeira propriedade acabamos de demonstrar. As outras
seguem porque, por defini¢do, Q, € denso em C,, e sdo satisfeitas por Q. O
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10. Definicao da Diferenciabilidade

Recordemo-nos de que por causa da desigualdade triangular forte Q, é to-
pologicamente desconexo. Estudamos este fen6meno mais geralmente. Seja
doravante K um tal corpo completo ndo-Arquimediano.

10.1. Funcgoes diferenciaveis sobre os nimeros reais

Vejamos primeiro a situagao classica sobre R. Seja X € R um intervalo aberto
ef: X—>R.

Defini¢io. Uma funcio f é €' no ponto xp € X se

J (%) = f(x0)

"(x%0) = lim
S (x0) A

exista. Declaramos que f é 6! se f é €! em todos os pontos xy) € X e é

continua.

Proposi¢ao 10.1. Seja X compacto. O espago € (X,R) com a norma

”f”f@l = max{”f”supa ”f/”sup}

¢ completo.
Demonstragdo: A prova habitual usa o teorema fundamental do calculo. m]

Se R é substituido por um corpo K nio-arquimediano, entio esta proposi¢io
é incorreta. Por isso vamos mudar a definicao de derivabilidade para este
enuncio ficar correto.

10.2. Patologias sobre os nimeros p-adicos

A priori, poderiamos definir a condi¢ao de diferenciabilidade sobre K como
sobre R:

Defini¢ao. Uma func¢io f: X — K sobre um subconjunto X de K é diferencidvel
no ponto a em X se existe f'(a) em K tal que

f(xy) = f(a)

Xp—a

— f'(a)

para toda sequéncia (x,) em X tal que x, — a.
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Contudo, como a topologia de K é totalmente desconexa, nao existe nenhum
equivalente do Teorema do Valor Intermediario, e portanto nem

¢ do Teorema do Valor Médio, e nem
* do Teorema Fundamental do Calculo.
Estes dois teoremas estdo no centro da Teoria de Célculo. Por exemplo,

* O Teorema do Valor Médio mostra que a diferenciabilidade parcial conti-
nua implica a diferenciabilidade total, e

* 0 Teorema Fundamental do Célculo mostra que o espago das funcgdes
diferenciaveis é completo com respeito a norma natural.

Por isso, encontramos entre outras as patologias seguintes:

* O espago vetorial das fun¢des derivaveis com a sua norma natural ndo é
mais completo (isto €, um espaco de Banach).
» Existe uma funcao ([Sch84, Example 26.6])
— cuja derivada é invertivel em todo lugar, mas

— ela mesma é localmente invertivel em nenhum lugar;

e A funcao
Zanl)n — ZanPQn
neN neN

D

— injetora, mas a sua funcdo derivada é 0 em todo lugar,

— ¢é infinitamente diferenciavel mas o seu polindmio de Taylor de grau
> 1 ndo converge;

Demonstraggo: Como |f(x + k) — f(x)| = |k|?, é uma funcio diferenciavel
cuja derivada f” é zero; em particular, é infinitamente diferenciavel. Porém,
a sua expansdo do polinémio de Taylor do grau 2 nao converge, por
exemplo, em a = 0. Isto é, seja

T(k) = £(0) + f/(0)h + f*(0)h* = 0
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o polinémio de Taylor de f expandido em 0 de grau 2, e

R(k) = f(h) = T(h) = f(h)

o seu resto. Entao |R(%)|/|4|? = 1 para todo £ (tal que x + & e x sejam no
dominio de f). Em particular, se & — 0, entdao |R(%)|/|£|? /> 0. O

10.3. Funcgoes diferenciaveis sobre os nimeros p-adicos

Visto que ndo existe o teorema do valor intermediario com todas suas consequén-
cias, restringimos a condi¢ao de derivabilidade: para obter um equivalente da
Proposicao 10.1 e excluir estas patologias:

Defini¢ao. Sejam X C K aberto e f: X — K. Entdo f é 6! no ponto a € X
se o limite

im  M(ry) com Ml=L® SO

ara x,y distintos
(x9)—(a.a) X—y P )

existe. Entdao f é 6! se f ¢ €' em todos os pontos a € X ou igualmente se
f1 estende a uma fungao £ continua.

Para uma funcido com valores reais, o Teorema do Valor Médio mostra
que as condi¢des de diferenciabilidade arquimediano e nao-arquimediana sao
equivalentes. Com efeito, livramo-nos por esta definicdo da dependéncia do
Teorema do Valor Médio.

Proposigao 10.2. 4 funcao f € BL(X,R) se, e somente se, a fun¢do

i _ S -f0)
[Py = — =y
definida para todos x,y € X desiguais, estende-se a uma fungao f1: X x X — R
continua.

Demonstragdao: A direcao <= ¢ evidente. Na outra direcao, se (x,y) — (a,a) €
X x X. Entao

MUy = £(8) — f(a) = fM(a,0) com & € [x,y]

onde a primeira igualdade provém do TVM. A segunda por causa da conti-
nuidade de f”. Isto é suficiente para concluir que f11 é continua em todos
os lugares como (X x X) ¢ fI({(x,y) € X x X diferentes}) pela constru-
cao. i




Damos uma demonstracdo diferente da Proposi¢do 10.1 acima que ja indica
como podemos proceder no caso arquimediano (em auséncia do Teorema
Fundamental do Calculo):

Corolario. Seja X compacto. O espago €1 (X,R) ¢ completo.

Demonstra¢ao: Como visto acima pelo Teorema do valor médio, a norma || f|| =
max{|| f lsup> s llsup} € igual a norma

||f||<@1 = maX{Hf”sup,”f,”sup}-

Entao, quanto a primeira norma, esta proposicao é evidente. O

Agora fica a questao de como iterar a no¢ao de diferenciabilidade: Como
definir uma funcio duas vezes diferenciavel? Observamos que neste caso f 111 é
uma funcdo em duas variaveis, ao contrario da fungao f’ no caso real, e ndo
podemos iterar esta definicao diretamente. Entdo é necessario estudar o caso
de muitas variaveis para definir a diferenciacao repetida de uma funcao de uma
variavel so!

10.4. Fungoes r-vezes diferenciaveis sobre espacos p-adicos vetoriais

Sejam V e E dois espacos de Banach sobre K e X um subconjunto aberto de V.

Definicao da diferenciabilidade de grau 1. Recordemo-nos da defini¢ao
de uma funcdo derivavel de multiplos argumentos.

Definig¢ao. Sejam V e E espacos vetoriais, X C V aberto e f: X — E. Entao
f é 6! no ponto a € X se existe uma aplica¢io linear continua A tal que para
todos € > 0 existe U > a aberto em X tal que

fx+h)—f(x) =A-h+R(x+h,x)

onde o resto satisfaz ||[R(x + &,x)|| < €||&|| para todos x + A,x € U.
Diferenciabilidade iterada. Para “iterar” a defini¢do de diferenciabilidade

nao-arquimediana, introduzamos coordenadas sobre V pela escolha duma base
(ordenada) (e1,...,e;) de V.
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Definigio. A diferenga dividida /! (x + h,x) duma fungdo f: X — E no ponto
x+h,x em X com 4 em K*? é a aplicacio linear A definida por

Aek = fmcf(x +hier + -+ hk_lek_l + }lkek) - f(x +hieg +- -+ hk—lek—l)hk

para todo k£ =1,....,d. A funcdo f é uma B -fungdo se f11l se estende a uma
fun¢io continua f11: X x X — E.

Isto ndo permite diretamente obter uma defini¢do de diferenciabilidade geral,
mas possibilita uma boa perspectiva como proceder em geral.
Comparemos o dominio e codominio de £ com os de f:

* O dominio X1 := XxX de f! ¢ contido no espaco vetorial VIl = VxV
com uma base (ordenada) candnica, como o dominio X de f, e

¢ 0 codominio EN! := Homg (V,E) de f[l] é um espaco de Banach, como
o codominio E de f.
Podemos entdo “iterar” a definicdo de diferenciabilidade nao-arquimediano
se aplicamos a condi¢do a £ no lugar de f:
Definigdo. Dizemos que f: X — Eé®?se f ¢ 8le fI1: XxX — Homg (V,E)
¢ €1. Geralmente, f ¢ €" se f 6 " 1 e flr1 ¢ 6L
Com esta definicao, podemos compreender melhor as propriedades destas
funcées. Pois esta definicdo é complicada e ndo tinhamos até este momento

muita teoria sobre a diferenciabilidade, mesmo a verificacao das propriedades
naturais exige muita atencao.

Diferenciabilidade fracionaria. Na teoria das representac¢des de grupos de
Lie p-adicos, a seguinte nocao tem um papel importante: Seja r > 0 um ntimero
real; escrevamos r = v+ p com v inteiro e p no intervalo [0,1].

Defini¢dao. Sejam X e Y espacos métricos e f: X — Y. A funcdo f é uma
BP-fun¢do se para todo ponto a em X e todo € > 0 existe uma vizinhanca U
em volta de a contida em X tal que

d(f (%), f () < ed(x,9)°
para todos os x e y em U.

Sejam V um espaco vetorial e E um espaco de Banach. Seja X um subcon-
junto aberto de Ve f: X — E. Apliquemos a condic¢ao de diferenciabilidade
fracionaria a diferenca dividida iterada de f:

Defini¢io. A func¢io f é uma 6’ -fungdo se é uma €'-fungio e f1* é uma
6P-funcao.
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11. Funcgoes Diferenciaveis de uma Variavel

No caso de uma variavel podemos dar descricdes mais faceis das funcoes r-vezes
diferencaveis para r > 0.

11.. Diferencas divididas iteradas

A definicao anterior é bem adequada para questdes conceituais. Para computa-
coes, a definicdao do livro-texto (vide [Sch84, Secao 26ff.]) € mais apropriada:

Schikhof observou que a diferenca dividida f Il ¢ uma funcio simétrica;
como tal, é diferenciavel se, e somente se, é parcialmente diferenciavel na sua
primeira coordenada. Isso reduz, com o aumento do grau de diferenciabilidade
v, o crescimento exponencial do numero de variaveis de f1l a um crescimento
linear no numero de variaveis de uma diferenca dividida f~"<, que definimos
abaixo:

Definig¢dao. Seja X um subconjunto de Kef: X — E. Para v € N pde
X< = X0V e X2V = {(x,...,%,) : seeu # jentdox; # xj}.

A v-ésima diferenca dividida f~V<: X>Y= — E de uma funcido f: X — E é
indutivamente dada por f>°<:= f e por n € Ne(xo,...,x,) € X>V< por

>y-1< >v-1<
X0s X905y X - X1,X95...,X
f>v<(X(),. - ’xv) — f ( 05425 P v) f ( 1, X2, , v) -

X0 — X1

A seguinte definicdo para p = 0 é dada em[Sch84, Secao 29|, onde diferen-
ciabilidade integral (isto é, para v em N) € definida. Isto é, uma funcdo f é v
vezes diferenciavel se f~"~ se estende a uma fun¢ao continua em X<"~.

Defini¢dao 11.1. Poe r = v+p € Ry¢. Seja X um subconjunto de Ke f: X — E.

* A funcao f é 6" (ou r vezes diferencidvel) em um ponto a € X se
v XV > Eé6P ema=(a,...,a) e XV,

e A funcdo f é uma 6’ -fun¢do (ou uma funcio r vezes diferencidvel) se f €
6" em todo a em X. Denote 6" (X,E) o conjunto de todas as 6"-fun¢des
f: X—E.

Note que esta condicdao de diferenciabilidade é, mesmo para ordens mais
altas, dada em pontos. Se a € um ponto de acumulagio, entdo o valor DV f(a) ao
qual /"< se estende em 4, o derivado de f em a, é determinado univocamente.
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Se f() é a v-ésima derivada ordinaria de f, entio v!DYf = f(*) ([Sch8y,
Theorem 29.5]).

Contenha X nenhum ponto isolado. Entao f € uma fungao 6" se e somente se
f7V< estender para uma #nica ‘6°-fungao f<V>: X<¥> — E ([Nag11, Proposi¢ao
2.5]).

Cada funcao r vezes diferenciavel é (por [Nag11, Lemma 2.3]) em particular
s vezes diferenciaveis para cada s < r ndo-negativo. Portanto, se X é compacto
sem pontos isolados, entdo podemos equipar o espaco vetorial sobre K de
6’-funcoes com a norma

1/ e = max{ Il lsups - - - 1F " llsups 117 llge }-

11.2. Polinomio de Taylor

Damos uma condicao de diferenciabilidade de apenas dois argumentos por
polinémios de Taylor. (Enquanto a por diferenciais lineares iterados respecti-
vamente por diferencas divididas iteradas, tém um crescimento exponencial
respectivamente linear no nimero de variaveis ao aumentar o grau de diferen-

ciabilidade v).

Definicdao. Seja V um espaco vetorial K-vetorial. Seja Symg (V,E) o con-
junto de todas as aplicac¢des continuas simétricas K-lineares M: VX ---xV — E
de n variaveis. Elas formam um espaco de K-Banach nio-arquimediano pela
norma do operador

IM]| = sup{|IM(x)|| : x € V"com]|x|| <1}

dada pelo supremo de M sobre a bola unitaria de V X --- X V para a norma do
produto [[21,...,2,|| = max{[[oa]l,.... l|2al]}-

Defini¢ao 11.2. Seja X um subconjunto aberto de V. A func¢ao f: X — E ¢
uma fung¢do €7 se houver fungées D" f: X — Sym"(V,E) para n=0,1,...,v
e R’f: X xX — E tal que

f(x+h) = Z D" f(x)(h,....h) + R f(x +h,x)

n=0,...,v

e para cada @ em X e € > 0, existe uma vizinhanca U em torno de a dentro de
X tal que

IR"f(x+ h,x)|| <e|lk||” paratodos os x + A, x em U.
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Anorma. Seja‘67.(X,E) o espago K-vetorial de todas as € fungdes f: X —
E. Por [Nag16, Corolario 2.5] as funcoes DOf,le,. .., DYf sdo unicamente
determinadas e diferenciaveis de grau r, r —1,..., p. Conseqilientemente

1. em particular, as func¢oes Dof,le,. ..,DYf sdo continuas, e

2. o temo do resto R”f do polindmio de Taylor até grau v converge como
em Definicdo 11.2 se e somente se a funcdo A’ f, definida por

A f(x,9) = IR f(x,)|l/llxy|l” para todos os distintosx, yinX,

se estende a uma funcdo continua |A” f|: X X X — R3¢ que desvanece
na diagonal.

Assim, se X € um subconjunto aberto compacto de V, entdo existe uma norma
bem definida ||-||qgrT em 67.(X,E) dado por ||f||<‘gfr = max{||D0f||sup,. . |IDaflU

A" f1llsup}-

Necessidade. Cada funcao r vezes diferenciavel pode ser aproximada lo-
calmente por sua expansao polinomial de Taylor até o grau v: Mais exatamente,
temos o seguinte critério de suficiéncia para uma funcdo ser uma fungiao 67

Proposigao 11.3 ([Nag16, Corolario 3.6]). Temos 6" (X,E) C G (X,E) ese X ¢
um subconjunto compacto aberto de V, entdo a inclusio 6" (X,E) — G (X,E) é um
monomorfismo de espagos vetoriais normados.

Propriedades de ®"-funcoes.

Lema 11.4. Se¢ja X C K um subconjunto, a algum ponto em X ¢ f: X — K uma
aplicacdo. Se f ¢ 6" em a, entdo f ¢ 6’ em a para todo s < r.

Demonstragao: Se f for 6" em a, entdo claramente f serd €° em a para cada
v < s < r. Por transitividade, é suficiente provar que f é €' em r com
s =v—14n para n € [0,1[. Usamos a caracteriza¢io por ??: Em X!Vl retém
para xo, Xy € X por definicao

-1 Eips

|f]V [(xo,x1,...,xy)—f]“ [(xo,xl,...,xy)|
=|x0 — Foll f1N (%0, Fo 21, . . 20)|
- ~ 1= -

=|xo — Zo|"|x0 — Fo|" " (%0, Fo, X1+ - ., %)



Se agora f for 8" em a € X, entio f!'! sera €” em @ e em particular localmente
limitada por uma constante C > 0.

Fixa ¢ > 0! Existe uma vizinhanga V 3 @ em X com |x — /1™ < ¢/C para
todo x,x% € U. Dai na vizinhanca U N X1l com U= VIVl 5 7 em X[“],

A o) = T G )] < o — Rl
Por ??, isso prova que f € 6° em a. o

Lema 11.5. Seja X C K um subconjunto nao vazio sem pontos isolados ¢ mapeamento
f: X — K a. Suponha que, para r = v+ p € Rsq, 0 mapa f1V11: X1l - K ¢
B° em todo XIV"U. Entao f1V1: XVl — K pode ser estendido para uma fungdo 6° -
v X - axM S K.

Demonstragao: Para i,j € {0,...,v} com i # j set
U,] = {(X(),. . .,xv) S X[V] X F x]}

Entdo cada U;; é aberto em X! e sua unido é XY — AXIV. Por causa de
nossa suposicio em f1¥71l encontramos por ?? que £Vl se estende a um €°
- function f["_l] : XIv-11 5 K. Podemos, portanto, definir 4;;: U;; — K por

}lij(.X'(),. . .,xv)

(f{V_l](xo,-~-,jj,-~-axv) _(f{V_l](xO,...,xi,...,xv)

b

X —xj

aqui os argumentos abaixo dos breves sendo omitidos. Pela simetria de 1"l e
fIv-11 encontramos x € X!Vl

i -th lugar j -th place
Wi,y = £V
f (x)_f (xi3xj9x29---9 X0 LI X1 ,---,xv)
i -th lugar j -th place
lv-1]
= f (Xiy X2y ooy X0 5evry X1 5ee.rXy)
—f]"_l[(xj,xg,..., X0 seeen o X1 a..x0)]/ [ = x]
S~—— S~———
i -th lugar J -th place
j -th lugar i -th lugar
Jv=1[ Jv-1[
_f (X0, %2, .s X1 ....%y) = f (X1,X9,. .o X0 5eerXy)
Xi — Xj
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I, E ) = I e, E )

xi—xj

= hij(x);

portanto, cada /%;; estende f]v[. Como (x; — xj-)_1 é uma fungao 6° - em Uj;
e também f V71 em X[¥1l| 0 mesmo vale para o nosso mapa h;; por ??(ii).
Colamos essas fung¢des juntas, colocando

f<v>(x) = h,](x) se x € Ul]

Entio f<>: XYl - AXI"] — K ¢é uma funcio bem definida como todas as
fungdes continuas #;; coincidem no subconjunto denso comum X/¥! de seus
dominios. Para € ser uma propriedade local, f<*” também é uma funcao

GP. O

Proposigao 11.6. Seja X C K um subconjunto ndo vazio sem pontos isolados e
mapeamento f: X — K a. Entdo f € €"(X,K) se e somente se f1V1: X"l — K
estende para B° - fungao f1V1: XVl - K.

Demonstragdo: Em primeiro lugar, notamos que se f1¥! se estende a uma fungio
®° - f: XV 5 K, entdo sera em particular 6P em a € X! de modo
que nos sé temos que mostrar a parte “somente se” . Isso é provado pela
inducdo em v. Para v = 0, isso vale por definicao, entdo vamos supor que v > 1
e que a afirmacao seja verdadeira para n — 1. Por Lema 11.4, encontramos
f € C"Y(X,K). Por nossa hipétese de indugio, sabemos que f1*71l se estende
a uma funcio € - fI¥"1: X"l — K. Por Lema 11.5, a funcdo f1l se estende
a uma fungio 6° - £<¥> em todos os X!"I — AX["l. Agora podemos estender
fIvla XYl definindo

<Y (ap,...,a,), se (ap,...,a,) € X — Axtv
limy_”;f]"[(v), sed=(a,...,a) € AXV,

¥ (ay,...,a) :{

com y passando por X[, Assim, se permitirmos que A := XVl e A C B :=
XMl ¢ A entdo em particular f1Vl: A — K sera uma fungio que é €° em todo
o B e, portanto, sua extensdo continua tnica f["] : XM 5 K € uma funcao 6°
por 2. m]

Corolario 11.7. Seja X C K um subconjunto ndo vazio sem pontos isolados e
f € 6" (X,K). Entao as fungies

D;f(a) := fl1(@) paraum € X

estdo em 6" (X, K) parai=0,...,v.

71



Demonstragao: Por [?, Lema 78.1], vale para todo x = (xo,...,x;) € xlil que

D )x) = > M),

yeS,-J,
onde S,(x) é o conjunto de todas as tuplas (¥, ..,xn,) € X"l para as quais
mop < ... < my e {mg,...,m} = {0,...,i}. Porque cada tupla y(x) € S,(x)

como uma fung¢io X!l — X" é apenas repeticio de coordenadas, é localmente
Lipschitzian, e ??(i), (ii) nos diz que o lado direito da equagao define uma
funcio 6P - em xlil, produzindo D,_; f € C6””“’(X, K). Em outras palavras,
D;f € € (X,K) parai =0,...,v. m]

Nota 11.8. (cf.[?, Teorema 29.5]) Seja X € K um subconjunto nio vazio sem
pontos isolados. Se f € 6Y(X,K) entdo f serd v vezes continuamente diferen-
ciavel no sentido de Arquimedes e nos temos v!D, f = f(), onde f(*) denota
a derivada arquimedeana v -fold de f.

No entanto, existem algumas sutilezas na caracteristica p > 0: A funcao
f(x) = x? & €2 sobre K = Fy((£)) que satisfaz D; f = 0, mas Dyf = 1.
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12. Seéries de Poténcias

Estudemos séries de poténcias sobre um corpo nao-arquimediano. Como se
trata antes de tudo de séries de poténcias formais, a teoria segue primeiro
analogamente a sobre um corpo arquimediano, isto é, sobre R ou C, mas surgem
novos fenémenos topoldgicos, por exemplo, vemos que devido ao valor p-adico,
o dominio de convergéncia da exponencial e do logaritmo sao menores.

124. Convergéncia Uniforme

Seja X um conjunto e (£2,p) um espaco métrico. Sejam fi, fo,...: X — Q
funcgdes. A sequéncia (f,;) converge uniformemente a f, denotado por f, — f
uniformemente, se para todo € > 0 existe N tal que p(f,(x),f(x)) < e para
todo x em X e n > N; isto é,

sup{p(fu(x),f(x)) : x € X} <€ paratodo n > N.

Teorema 12.1. Seja X um espago métrico. Se todos os f, sao continuas e f, — f
uniformemente, entdo f ¢ continua.

Demonstragdo: Seja xyp em X e € > 0. Mostremos que existe & > 0 tal que
d(xg,x) < & implica p(f(x0),f(x)) < € para todo x em X.

Seja N tal que p(f,(x),f(x)) < € para todo x em X e n > N. Como fy
é continua, em particular em xo, existe & > 0 tal que d(xp,x) < O implica
p(fn(x0), fN(x)) < € para todo x em X. Estimemos

p(f (x0), £ (%)) < p(f(x0), fn(x0)) + p(In(x0), S (%)) + p(fn(x), f (%)) < 3e

Sejam f1, fo,...: X — Q funcdes. A sequéncia (f,) € uniformemente Cauchy,
se para todo € > 0 existe N tal que p(fn(x), fm(x)) < € para todo x em X e
n,m > N.

Observagdo. Seja Q um espaco vetorial normado. Seja B(X) o conjunto de todas
as fungdes f: X — Q limitadas, isto é, tais que

1/ lloo := sup{ll f (x)] : x € S} < o0

com a métrica de(f,g) = | f — £llw. (Vide o espaco métrico B(S) de ??.) Uma
sequéncia (f,) é convergente respectivamente Cauchy em B(X) se, e tio-somente
se, ela é uniformemente convergente respectivamente uniformemente Cauchy.
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Proposi¢ao 12.2. Seja X um conjunto ¢ (Q, p) um espago métrico. Seja fi, fo,...: X —
Q uma sequéncia de fungoes uniformemente Cauchy. Se Q é completo, entdo (f,) converge
uniformemente a uma fungao f: X — Q.

Demonstra¢do: Para todo x a sequéncia f,(x) é Cauchy, logo existe um limite.
Defina f: X — Q por estes limites.

Seja € > 0 e x em X. Seja N tal que p(f,(x), fn(x)) < € para todo x em X e
n,m > N; Pela continuidade da métrica

p(f (%), fu(x)) =p(lim fu (%), fu(x))
=lm p(fu(x), 2 (%)) < max{p(fu(x), fu(x)) : m 2 N} <¢;

isto é, f, — f uniformemente. |
Se fi, fo, ...sdo todas continuas, entdo f é continua por Teorema 12.1.

Definig¢dao. Seja 2 um espago métrico que é um grupo abeliano; por exemplo,
um espago vetorial normado sobre R ou C; em particular, Q =R ou C.

Uma série ), u, de fungodes uj, ug, ..., : X — Q converge uniformemente se
a sequéncia (s,) dos seus truncamentos finitos s, = u1 + --- + u, converge
uniformemente.

Teorema 12.3 (Teste de Weierstrass). Sejam u,: X — C fungies ¢ M,, > 0
constantes para n € N. Se ||u,|| = sup{|u,(x)| : x € X} < M, para todo n e
M + Mg + - -+ < oo, entdo a série Y, ,cn Uy converge uniformemente.

Demonstragao: Seja (s,) a sequéncia dos truncamentos finitos s, = u1+- - -+u, de
2 up. Como |lu,|| = sup{|u,(x)| : x € X} <M, paratodoneM;+Mg+:-- < oo,
a sequéncia s, é uniformemente Cauchy. Logo, por Proposicao 12.2, ela converge
uniformemente. O

12.2. Series de Poténcias
Seja K um corpo com um valor absoluto.

Defini¢ao 12.4. Uma série ), a, = ap+ai1+as+--- com ay, ai, ...em K converge
se a sequéncia (s,) dos seus truncamentos s, = a1 + - - - + a, converge (em K).
Ela converge absolutamente se 3, ,|a,| converge (em [0, c0[).

Proposicao 12.5. Seja )., a, uma série. Se ela converge absolutamente e K ¢é completo,
entdo converge.
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Demonstra¢go: Como K é completo, dada uma série )}, u,, observemos q a
sequéncia (s,) dos seus truncamentos finitos s, = u1 + - - - + u, converge se, e
tdo-somente se, s, = Uy + -+ Uy — 0 para n — oo; isto &, (s2) converge
se, e tao-somente se, para todo € > 0 existe N tal que |s, .| < € para todo
n,m > N.

Pela desigualdade triangular, |a, + -+ + an| < |ay| + -+ + |an|. Logo, se
lay,| + -+ + |an| — O, entdo |a, +--- + an| — 0. Logo, pela observacao, a
sequéncia dos truncamentos finitos s, = a1 + - - - + a, converge; isto €, », a,
converge. O

Se K é nao-arquimediano, entdo, por Proposicao 4.1.(iii), a série ), a,
converge se, e somente se, a, — 0.
Para (a,) uma sequéncia em K, denote

liminf a, := lim inf{a, : n €N} e limsupa, = lim sup{a,: n € N};
n— 00 n—00

ou, alternativamente,
lima, =liminfa, e lima, =limsupa,.

Os limites sio monotonamente crescentes respectivamente decrescentes; por
isso sempre existem (se incluimos a possibilidade dos limites +c0).
Uma série de poténcias a volta de a em K é uma série de poténcias formal da

forma

D aZ-a)

neN
isto é, uma sequéncia de polinémios (sx(Z) : N € N) com sn(Z) = 3,0, N @n(Z—
a)" em K[Z].

Se substituirmos a inc6gnita Z por um elemento z em K, obtemos a série
2ineN @n(z —a)" em K, isto é, a sequéncia de somas truncadas (sy) com sy =
S0, an(z = a)" em K.

Se Yen an(z —a)" < o0, isto é, se a sequéncia (sy) converge, para todo z em
um subconjunto X em K, entdo obtemos uma funcao

D— K

Z - Z a,(z —a)".

neN

Para distinguir entre estas trés interpretacdes de uma série de poténcias,
usaremos (que o leitor atento nos corrija em cada caso contrario!)
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* uma letra maiiscula como Z para destacar que se trata de uma série de
poténcias formal,

* uma letra miniscula como z para destacar que se trata de uma série em
K, e

* anotagdo ),y an(-—a)” ou z = ) ,cnan(z —a)” para destacar que se
trata de uma fun¢@o sobre um subconjunto de K.

Definig¢ao. Seja X em K aberto. Uma fungao f: X — K € analitica se existe
a em X e uma série de poténcias formal },.na,(Z — a)” tal que f(z) =

2inen @n(z — a)".

Em um corpo ndo-arquimediano, todo ponto de uma bola é o seu centro. De
fato, todo ponto pode ser o ponto de expansao de uma fun¢ao analitica:

Teorema 12.6. Seja X em K aberto ¢ f: X — K uma fungao analitica. Para
todo b em X existe uma série de potencias formal 3, bn(Z — a)" tal que f(z) =

2inen bn(z = b)".

Demonstragao: A demonstragao é dada em [Sch84, Theorem 25.1]. ]

12.3. Raio de convergéncia

Toda série de poténcias }},cn @n(Z — a)" é uma fungdo (com valores em K)
definida sobre uma bola aberta em K a roda de a cujo raio calculemos agora:
Por exemplo, a série geométrica é a série de poténcias (em torno de 0)

>z

neN

Pela soma telescopica,
1-2)A+Z+---+Z") =1-2""

Logo, se |z| < 1, entao

e se |z| > 1, entdo ), 2" diverge.

Teorema 12.7. Para uma série de poténcias )., a,(Z — a)" define o seu raio de
convergéncia R por

1
R = limsuplanﬁ em [0, 0].

76



(i) Se|z —a| <R, entao a série ), a,(z — a)" converge absolutamente.
(if) Se |z —a| > R, entao a série )., a,(z — a)™ diverge.

(iii) Ser < R, entdo a série de fungoes )., u, com u, = a,(- — a)" definidas sobre a
bola {z : |z — a| < r} converge uniformemente.

Demonstracao: Pelos traslados mutuamente inversos z — z —a e z — z + a,
podemos supor a = 0.

(i) Temos

) 11
limsup|a,|" < R [0, ].

. 1 .
se, e tao-somente se, existe N tal que |a,|» < % para todo n > N. Equiva-
lentemente, |a,| < % para todo n > N. Logo, para |[z|=r <Ren >N,

r\n
an"] = laall2]" < ()

Como p := g <1, a série },5nla,2"| € dominada pela série geométrica
convergente em p; logo

* a série ), a,z" converge absolutamente sobre a bola {2 : |z| <7}, e

* a série de funcodes ), a,-" sobre {z : |z| < r} converge uniforme-
mente pelo Teste de Weierstrass Teorema 12.3.

Se |z| > R, entdo existe r > R com |z| > r. Temos

1
limsuplanI% > R ™ [0, 0].

=

1 1
se, e tio-somente se, existem ng, n1, ...em N tal que |a,,|™, |a,|™ ... >
Logo a série };, a,2" tem uma infinitude de parcelas com indices n = n,
ni, ...com

la,z"| = p* com p := % > 1.

Como p" — oo, estas parcelas sdo ilimitadas; logo }., a,2" ndo converge
(porque se convergisse, entdo as parcelas convergiriam a 0).

Observacao 12.8.
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(i) Se |K| é denso em [0,0c0[, entdo o raio de convergéncia R é o inico numero
que satisfaz as propriedades (i) e (ii) em Teorema 12.7.

(ii) Se |K]| é discreto, entdao todos os valores R entre R’ = max{r € |K| : r < R}
e R” = min{r € |K| : r > R} satisfazem as propriedades (i) e (ii) em
Teorema 12.7.

Demonstragao: Ad (i): Sejam R e S dois tais nimeros. Apds uma eventual troca
dos seus nomes R < S. Por Teorema 12.7.(ii) para R, obtemos que R é o maior
numero positivo T tal que Teorema 12.7.(i) é satisfeito para todo z em K com
|z] < T. Logo, como Teorema 12.7.(i) € satisfeito para S, obtemos S < R.

Ad (ii): Claro.

Ad (iii): O

Em outras palavras: se |K| é denso em [0, [, entdo por Teorema 12.7, para
toda série de poténcias ), a,(Z — a)" existe um tnico numero R em [0, 0],
determinado por

1 . | |l
R = imsup|a,|n,

tal que, para todo z em K com |z| # R, a série ), a,(z — a)” converge se, e
tao-somente se, |z| < R.

Se |K| € discreto, entao isto nao vale mais. Contudo, se R em [0, 0] satisfaz,
para toda extensao completa L de K e todo z em L com |z| # R, que a série
2.nan(z — a)” converge se, e tao-somente se, |z| < R, entdo R é o raio de
convergéncia.

Proposicao 12.9. Se¢ja 3., a,(Z — a)™ uma série de poténcias cujo raio de conver-

géncia R ¢ definido por
1
R = lim supla,,li em [0,00].

Se a sequéncia

a
( “line N)
An+1
converge, entao
a
~| > R.
an+1
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Demonstracao: Pelos traslados mutuamente inversos z — z —a e z — 2z + a,
podemos supor a = 0.
Exista o = 1im|a“—"1|. Se r < a, entdo existe N tal que para todo n > N temos
n+

r < |-2|; equivalentemente, I > |1,
An+l r an

Se |z| = s < r, entdo estimemos, para n > N, usando o produto telescipico

Gn| _| @n  AN+1| _ la,| ”_|aN+ﬂ
an| |ap-1 an lan-1] lan|
que
a a
(anz"| = laallz] = 22l 128l e
lan-1] lan|

com p := 3 < 1. Logo, como s < r < a foram arbitrarios, 3, a,2" ¢ dominada
pela série geométrica convergente em p; logo converge para todo z com |z| < o
isto é, R > a.

Se r > «, entdo existe N tal que para todo n > N temos |a“—"1| < r; equiva-
n+.
lentemente, % < |%|. Se |z| = s > r, entdo estimemos, para # > N, usando o
n
produto telescpico

a a
|anzn|_ | n| | N+1|

= . lax]|z|" > |ax|p”
lap—1] lan|

com p =3 > 1. Logo a série }, a,2" tem uma infinitude de parcelas com
lanz"| = p*

Como p" — oo, estas parcelas sao ilimitadas; logo }’, a,z" nao converge (porque
se convergisse, entdo as parcelas convergiriam a 0). Isto é, R < a. O

Observagdo. Cautela, nada se diz sobre a convergéncia ou divergéncia no circulo
|z| = R. Neste caso depende

* da série especifica, e
* da topologia do corpo
se ela converge ou nao! Por exemplo,

* se a, = 1, entdo ), a,Z" tem raio de convergéncia R =1 e diverge no
circulo |z] =1;
-" ~ . N
* se a, = % e K =R, entdo ), a,Z" tem raio de convergéncia R=1e
sobre o circulo |z| =1
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— diverge para z = -1, e
— converge para z =1 a log(1 + 2).
Observagdo. Se K é nao-arquimediano, entdao
* ou a série de poténcias converge em todo ponto do circulo |z| =R,
* ou a série de poténcias diverge em todo ponto do circulo |z| = R.
Demonstra¢do: Exercicio. O
O raio de convergéncia depende dos valores absolutos |a,| dos coeficientes
da série de poténcias »., a,(Z — a)™:

Observagdo 12.10. Seja o corpo primitivo de K o menor corpo de K. Se a caracte-
ristica de K é 0, entdo é Q, e, caso contrario, entdo é [, para um namero p
primo.

Pelo Teorema de Ostrowski, Teorema 3.1, se a caracteristica é 0, entdo sobre
0 seu corpo primitivo:

e Ou || é o valor trivial,

* ou || é equivalente a um valor absoluto |-|, para p primo, isto €, existe
a > 0 tal que |-| = |-|Z‘,

* ou || é equivalente ao valor absoluto usual ||, isto é, existe a > 0 tal
que || = |-|s-

Se a caracteristica € p > 0, entdo, pela multiplicatividade de |-|, por [, ser finito,
|-] é equivalente ao valor absoluto trivial.

Exemplo 12.11. Logo, se a caracteristica de K ¢ 0, entdo, por exemplo, % -0
em R, mas cresce monotonamente em Q, para todo p primo:
Em K =R ou C, por Proposi¢ao 12.9, a série de poténcias

(também denotada por ¢Z) converge para todo z em K.
Ao contrario, em um corpo K que contém (como subcorpo normado) Q, o

_ L
raio de convergéncia de expZ é R = p 71,
Sobre um corpo de caracteristica positiva, exp Z nao é definida.
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12.4. Derivadas de Séries de Poténcias

Calculemos explicitamente as derivadas de uma série de poténcia. Nao ha sur-
presas: a derivada é dada pelas derivadas (formais) dos polinémios truncados.

Lema 12.12. Zemoslimsup «/|n| = 1.
Demonstragdo: Escreve {/n =1+ 8, para 8, > 0. Temos, pelo desenvolvimento

n=(1+8,)"= Y (l’:)aﬁ > (;‘)63

k=0,....,n

binomial,

se, e somente se,

6%<;—>O para n — oo. (%)

Para |-| equivalente & |-|,, temos % < |n| < 1 para todo » em N. Logo, por

(+),
1

1=
lim /n
Lema 12.13. Se¢jam (a,) e (by,) sequéncias reais. Se a,,b, > 0 para todo n e
lima, = a ¢ b =limsup b, existem ¢ a > 0, entdo

1
=lim — <lim+/|n| < 1.
o < tim {7

lim sup a,b, = ab.

Demonstracao: A estimativa < é clara.

Quanto a estimativa >, se & = 0, entdo b = limb,, logo limsup a,b, =
lima,b, =lima,lim b, = ab.

Se b > 0, sejam a < a, B < b positivos e N em N. Temos de encontrar n > N
tal que a,b, > aff: Como a, — a, existe N’ > N tal que a, > a paratodo n > N'.
Como sup{bd, : m > n} — b, existe N” > N tal que sup{d,, : m > n} > p para
todo n > N”. Logo, a,b, > ap para todo n > N’, N”. O

Corolario 12.14. Se¢ja (a,) uma sequéncia real. Se a, > 0 para todo n ¢ a =
lim sup a, existe, entdo
1
limsup a,a, = a.
1
Demonstrag¢ao: Ou a =0, quando limsup @, =lima, e 0 < a; <1 para todo n;
1
logo Lema 12.13 se aplica as sequéncias (a,) e (a; ).
1

1 1
Ou a > 0, quando a; — 1; logo Lema 12.13 se aplica as sequéncias (a, ) e
(an). d
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Proposi¢ao 12.15. Seja f(Z) = 3., an(Z — a)™ uma série de potencias. Se f(Z)
tem raio de convergéncia R > 0, entdo

(i) para todo k > 1, a série de poténcias

Zn(n—l)---(n—k+1)an(z_a)n—k

n>k

tem raio de convergéncia R,

(ii) a fungao z — f(z) sobre B(a,R) ¢ infinitamente derivdvel ¢ a sua k-ésima

derivada ) ¢ dada por

fB@) =) nn=1)- (= k+Day(z - a)"F,

n>k

(iii) para todo n > 0,
nla, = £ (a)

Demonstrag¢go: Ad (i): Mostremos primeiro a conclusao para £ = 1: Calculemos
o raio de convergéncia R da série de poténcias 3,51 na,(Z — a)"~! por

1, 1, 1, 1
R- limsup|na,1|* =limsup|a,s1| = limsup|a,|*T = lim sup|a,|=,
onde se aplicaram, na segunda igualdade,
* Lema 12.12 para lim+/|n| =1, e
N A . 1 1
e Lema 12.13 as sequéncias (zn) e (|ay+1|7);
na ultima igualdade,

_n_
n—1

1
)1+m 1

lim sup|an|ﬁ = lim sup (lanl%) = lim sup (|an|% = limsup 4,6,

1 . . ~ A .
com b, = |a,|». Por Corolario 12.14, aplicado a sequéncia (4,),

1
lim sup 6,6, =limsupb, = limsup|a,| 3

Isto &, o raio de convergéncia de Y,,5; na,(Z — a)"! é igual ao de f(Z).
Para £ > 1, pela hipotese de inducao,

NPz -y = Y nn-1) - (n-k+Day(Z-a)**

n>0 n>k
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onde aﬁ,k) =(n+k)(n+k—-1)---(n+1)ay, tem raio de convergéncia R. Logo,
pelo caso £ =1,

Z n(n=1)-(n—k+1)(n-k)a,(Z — a)"*D,

n>k+1

tem raio de convergéncia R.

Ad (ii): Pelos traslados mutuamente inversos z — 2z —a e z — 2z + a, po-
demos supor a = 0. Ponhamos g(z) = 3, na,z" . Como todas as séries sdo
absolutamente convergentes, logo os seus limites independentes da ordem do

somatorio,
[&-@
zZ—w
_Zn anzn_Zn a,w" _ n—1
_ — ; na,w
- w —sy(w) | + RN(Z)__RN(Z) + [55(w) - g(w)]
com

sn(2) =ag+ a1z + - +anzy e Rn(2) = ans12 T+ ansoz N E 4
Precisamos de mostrar que esta soma converge a 0 quando w converge a z:
Como o polinomial sy(z) é diferenciavel, a primeira diferenca posta em
colchetes converge a 0.
Como a série de poténcias g(w) converge por (i), a ultima diferenca posta
em colchetes converge a 0.
Quanto a fracdo no meio, pela convergéncia absoluta,

RN(Z) _ RN(Z) SN+ _ wN+1 SN+2 wN+2
=aNy1—— —— tanyo—————+ -
zZ—w zZ-w zZ—-—w

Pela soma telescopica

(z-w)(Z"+2" w+ -+ 20"+ w") = (2" - ™),

obtemos

R -R
N(Z) N(z) _ Z an(zn—l + Zn—2w +oen n—2 n—l)

zZ—W
n>N
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Como |z| e |w| < r < R, obtemos

n—2

lan " 4+ 2" 2w+ -+ 20" 2+ " Y| < |ag|nlr|™ Y

logo, a série com as parcelas a,(z" 1 + 2" 2w + - - - + zw" 2 + w"!) converge
absolutamente por (i) (sobre K =R ou C). Em particular,

Rn(2) — Rn(2)
Z—w

— 0 para N — oo,

Por indugao sobre £, aplicando esta igualdade a série com os coeficientes

a,(,k) =(n+k)(n+k—-1)---nay., obtemos que f é k vezes diferenciavel com a
sua k-ésima derivada

fO=> -1 (n-k+)a,(Z-a"*.

n

Ad (iii): Por avaliacdo da série de poténcias que descreve f (%) obtida em (ii)
no ponto a. ad

Observagdo. Se lim,, |l|la"l|
n+

de Proposicdo 12.9 pois

exista, entdo Proposicdo 12.15.(i) segue diretamente

|na,| _ lan| n = lim la,|
(”+1)|an+1| |api1| n+1 n |an+1|'

Corolario 12.16. Seja f(Z) = 3, an(Z — a)™ uma série de poténcias. Se f(Z) tem
raio de convergéncia R > 0, entdo a fun¢ao z — )., a,(z — a)" ¢ bem-definida ¢ suave
em B(a,R).

Corolario 12.17. Para todo z em K com |z| < 1

" 1
Swete

n
Demonstragao: Por Proposicao 12.15 aplicado a série geométrica e usando a
igualdade }}, 2" = 1%2 para |z| < 1. O
12.5. Coeficientes de uma Funcao Analitica

Mostremos que os coeficientes (da série de poténcias) de uma funcao analitica
sao determinados pelos seus valores.



Proposi¢ao 12.18. Seja X em K aberto ¢ f: X — K uma fun¢do. Se f ¢ analitica
e dada por f(x+ k) =Y, a,x" para ay, a1, ...em K, entdo n'a, = f™ (k).

Em particular, se a carateristica de K é 0, entdo a, é determinado pelos
valores de f. Se a carateristica de K é positiva, entdo a mesma conclusdo vale;
porém, a demonstracao é (um pouco) diferente.

12.6. Composicao de Fun¢oes Analiticas

Vejamos como criar a partir de func¢Ges analiticas uma nova funcao analitica.

Proposicao 12.19. Sejam )., a, ¢ )., b, duas séries. Se convergem absolutamente,
entdo a série

ch com ¢, = aph, +- -+ aybo
n

converge absolutamente com limite )., a, )., by.
Demonstra¢do: Exercicio. O

Corolario 12.20. Sejam )., a,(Z — a)" ¢ )., by(Z — a)™ duas séries de poténcias.
Se tem raios de convergéncia > r > 0, entdo

Z cn(Z—a)®  comcy = aph, + - - - + ayb

n

Z dy(Z —a)"  comc, = a,+b,

tem raio de convergéncia > r com

Dealz=a)" =) au(z=a)" ) bu(z - )"

n n

Z dy(z — a)" = Z 4, (2 —a)" +Z bo(z — a)"

n

para todo z € K com |z — a| < 1.

Na pratica, Corolario 12.20 permite-nos adicionar e multiplicar valores de
séries de poténcias sobre o seu dominio de convergéncia, gracas a sua conver-
géncia absoluta, como se fossem somas finitas.
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13. Exponencial e Logaritmo

Introduzimos a exponencial e o logaritmo sobre Q, e as suas extensoes, definidos
pelos mesmos séries de poténcias como sobre R; contudo, vemos que devido
ao valor p-adico, o seu dominio de convergéncia é menor.

13.1. Exponencial

Seja K um corpo ndo-arquimediano que inclui o corpo normado Q. Por
exemplo, Q, ou uma extensao finita dele.

Defini¢ao. A exponencial sobre K é definido por
expx = 1+x+x2/20+x%/3 +- -

Lema 13.1. 7emos

vp(n!) = n——s(n) com S(Z aip’) = Za,-.

p-1
Demonstragdo: Existem | n/p] numeros divisiveis por p em {1,2,...,n}; Existem
| n/p?] ntimeros divisiveis por p? em {1,2,...,n}, e assim por diante. Se n =

ap+a1p+---+asp’, entdo

vp(n!) = n/pl + Ln/p*] +-- + n/p*].

Escrevendo
ln/pl =a1+asp+---
Ln/p*] = ag+asp+---
Ln/p’| = as

e

n=ay+pln/p]
|n/p] = a1+ |n/p]

(]

obtemos, adicionando as linhas e comparando,

n+vy(n!)=n+|n/p|+ |_n/[)2j +-+ | n/p']. = s(n) + pvy(n!),
isto &, (p —1D)vy(n!) = n—s(n). O
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Corolario. O dominio de convergencia de exp sobre K ¢ dado por
B(0,< p/37)) = {x em K com |x| < p*/ AP},

Demonstragdao: Por Lema 13.1, temos

limA(n)/n = 1%,

isto é,
lim +/|n! :pl/(/"l).

Pelo Teorema 12.7, falta verificar a divergéncia de exp para x em K com
|x| = p: Se » é uma poténcia de p, entdo s(n) =1 e [x"/n!| :pl/(l_l’). Isto €, a
subsequéncia x?" /(p™)! ndo converge a 0. m]

Demonstragdo: O raio de convergéncia de log é p = 1. Como, por exemplo,
|1/p"| = p~", a série ndo converge sobre a borda {¥ em K com |x| = 1}. O

Denote E := B(0, < p1/(17?)) este dominio de convergéncia de exp.
Teorema. A exponencial satisfaz exp(x + y) = exp(x) exp(y) e exp’ = exp.

Demonstragao: Usa que se ap+aj+--- e bop+b1+--- convergem, entdo co+c1+---
onde ¢, = apb, + - - - + a,by converge, e

(ap+ar+---)(bo+b1+---)=co+er+---.

O
Teorema 13.2. A exponencial é uma isometria exp: E — 1+ E, isto é
lexp-| = |].
Demonstragdo: Segue da definicdo de exp como série de poténcias. m]

Em particular, a aplicacdo exp € injetora.

13.2. Logaritmo

Definamos o inverso da exponencial por duas vias:
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O Logaritmo como Série de Poténcias. A defini¢io mais comum é a como
série de poténcias:

Defini¢ao. O logaritmo sobre K é definido por
10g1+x:x—x2/2+x3/3+~--
Corolario. O dominio de convergéncia delog sobre K ¢ dado por
B(1,<1)=1+B(0,<1) :={x em K com |x — 1| < 1}.

Denote L := B(1,< 1) este dominio de convergéncia de log.

Observacdo. Temos 1 +E C L.

Teorema. O logaritmo é diferencidvel com a derivada log’ x = 1/x.

Demonstra¢do: Por Proposicao 12.15. O
Corolario. O logaritmo ¢ o inverso da exponencial, isto ¢, exp o log = id = log o exp.

Demonstragdo: Pela regra da cadeia,

1
(expolog)(x) = exp(logx) - — =1
x

(logoexp)'(x) = -expx =1.

exp X
Logo, exp olog = x + C. Como exp olog(1) =1, obtemos C = 0. |
Corolario. O logaritmo satisfaz log(x) +log(y) = log(xy).

Demonstrag¢ao: Como exp(x+y) = exp(x) exp(y) e exp olog = id, temos log(x) +
log(y) =log(xy) pela injetividade de exp. ]

Corolario 13.3. O logaritmo ¢ uma isometria log: 1 +E — E, isto ¢
log-| = |-
Demonstrag¢go: Como log é inverso a exp, e exp € uma isometria. m]
Em particular, log € injetor sobre 1+ E (mas, cautela, ndo sobre L).

Lema 13.4. Para x em 1+ B(0,< 1), vale " 1 para n — .
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Demonstragao: Mostramos que se |x — 1| < €, entdo |x? — 1| < max{|p|,€e}.
A esta fim, Seja x =1+ a com |a| < €. Tem-se x* —1 = (é’)a+ (‘;)a2 +- 4 (g)
Como |(’i)|,|(‘§)|,. .. < I[Jl e |al,|a?|,... < €, segue a proposta desigualdade.
Por indugao, segue x* — 0. o

Teorema 13.5. Seja x em 1+ B(0,< 1). Valelogx = 0 se, e somente se, existe n em
N tal que x?" = 1.

Demonstragao: Seja x em 1+B(0, < 1). Pelo Lema 13.4, vale X" 1 para n — oo.
Em particular, para 7 suficientemente grande, »*" em 1 +E. Se x*" = 1, entao
log x*" = p"log x = 0; isto é logx = 0. Se logx?" = p"logx = 0, entdo, pela
injetividade de log sobre 1 +E, vale x" = 1. m

O Logaritmo como Limite de p-Poténcias. Recordemo-nos da defini¢ao
da exponencial sobre R pelos juros compostos

1 n
exp(x) = lim (1 + —) ,
n
a qual leva a definicao da funcao inversa
. 1 .1
log(x) =limn(x» —1) = lim —(x° — 1)
€

onde € = % — 0.
Ora, em Z, temos p" — 0. Logo, o bom analogo sobre U; é

1 -
log(x) = limF(xp . 1).

Com efeito, sobre Uy

2 x3

x
log(l+x)=x——+—— ...
g(1+x) 73
é um valor bem-definido em pZ/p°Z, porque se p divide x, entdo nenhum
denominador cortado é divisivel por p e todos os nimeros indivisiveis por p

sdo invertiveis em Z/p°Z. Da mesma maneira, sobre pZ/p°Z,

exp(x) = Z fz—r:

n>0



€ um valor bem definido em 1+ pZ/p°Z. Pois se p divide x, entdo nenhum
denominador da fracdo cortada é divisivel por p e todos os nimeros indivisiveis
por p sao invertiveis em Z/p°Z.

De interesse particular é a base ¢/ do logaritmo natural em 1+ pZ/p‘Z, isto
é, o argumento y tal que log y = 1. Por exemplo, para p =7 e ¢ = 4, calculamos

exp([)):zp—n:1+p+p—2+p—3:1+7-127:1+1-7+4-72+2-73.
n! 2 3

n>0

Logaritmo Modular. Na criptografia, usa-se o logaritmo modular para cifrar
e assinar mensagens. Veremos porque o médulo usado é sempre um niimero
primo pela reducao de um médulo composto aos seus fatores primarios:

Produto de Primos Diferentes. Se o médulo m = pg é produto de dois fatores
p e g sem fator comum, entdo o logaritmo modular

log, mod m
pode ser computado, pelo Teorema Chinés dos Restos, pelos logaritmos
log, mod p e log, mod g

Mais exatamente, existem inteiros a e 4, computados (em tempo linear no
numero dos bits de p e ¢) pelo Algoritmo de Euclides (estendido), tais que que
ap+bg=1e

log, mod m = a(log, mod p) + b(log, mod g).

Poténcia de um Primo. Se o mddulo m = p® é uma poténcia de um primo p,
entdo o logaritmo modular médulo m para uma base g

logg: Z|mZ* — Z]d(m)Z

pode ser computado em tempo polinomial pelo médulo p. Exponhamos os
passos para um nimero primo p > 2:

1. Recordemo-nos de que Z/p*Z* é ciclico de ordem (p—1)p°~1. Logo, existe
uma aplica¢ao multiplicativa

Z[p°Z" — pp1 X Uy
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2.

3.

4.

dada por
X xpe—l,x/xpe—l (*)

onde
w1 ={Cez/p’z": 1 =1}
denote o grupo das (p — 1)-ésimas raizes da unidade e
Ui =1+pZ/pZ
o das unidades unitarias.

Temos o isomorfismo
Hp-1 — [F;

dado por x +— x mod p e o seu inverso por X Xt para qualquer X em
Z]/p*Z tal que X = x mod p. (Observa que a restricio do homomorfismo

Z[p°7" — Uy

dado por x1#"" a Uj é a identidade porque a ordem de Uy é p*1))
Temos o logaritmo para a base g

log, F,—2Z/(p-1Z
e temos o logaritmo natural

log: Uy — p(Z/p°Z)
que é calculado em tempo polinomial pela férmula
eq : logaritmo — p — adicou — [x" —1]/p%;

e o qual fornece o logaritmo log,: Uy — p(Z/p°Z) para a base g pelo
escalamento

log, =log-/log g.
Pelo Teorema Chinés dos Restos, temos o isomorfismo
Z/(p-DVZXZ|pT'Z > Z/(p-Dp*"Z

dada pelo produto e o seu inverso dado por y — (ay mod p,by mod p°~1)
onde a e b satisfazem a(p—1)+b(p°1) = 1 e foram obtidos pelo Algoritmo
de Euclides (estendido).
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Concluimos que, dado
e onumero y em Z/p°Z e
* o seu valor logg(y) sob logg: F,— Z/(p-1)Z,

o valor log,(y) delog,: (Z/p°Z)* — Z/(p-1)p*1Z é computado em tempo
polinomial.
Observagdo. Para facilitar a computacao, ao invés da projecao

Z/peZ* - U;

dada em (x) por x — x| & mais rapido usar a dada por : x > &L,
Porém, a sua restricdo a U ndo é a identidade. Logo, é preciso usar ao invés
de
logg: Uy — pZ/p°Z
o logaritmo escalado
_1\ -1
(p—-1)""log,

para obter

logg = ([) — ]_)_1 logg o = (log(g)[) - 1)_1 log oxw: U] — pZ/p‘fZ.

13.3. Transcendéncia de e
Lembremo-nos de que por defini¢ao
e =x+x2/2+x3/3 4.
Por Lema 13.1, vemos que
e =p+p?/2 + 33+
converge em @, isto é e’ existe em Q.
Teorema 13.6 (Hensel). Para todo niimero primo p, o polinomio
Xt —et  em Q,[X]
¢ irredutivel.
Corolario 13.7 ((errado!)). O nimero e ¢ transcendente.

Demonstragdo: A falacia é que a série de e converge em Q) a um numero
diferente da de e? em R. m|
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14. A base de Mahler

Seja K um corpo nao-arquimediano que contenha Q.
Defini¢ao. Seja V um espaco de Banach sobre K. Uma sequéncia (5,) é
* uma base ortogonal se
[Mb1 + - -« + Aubyll = max{||A1ba]l,. . ... [|Anbnll}
paratodozem Ne A, ..., A, em K, e

* uma base ortonormal se ela é uma base ortogonal e ||b1]| = ||bo]| = ... =1,
isto €,
[[A1b1 + - - -+ Apby|| = max{|M],..., | ul}
para todo z em N e A, ..., A, em K. Equivalentemente,

— denote ¢(N) o espaco de Banach das sequéncias com entradas em
K que convergem a zero equipado com a norma |[[(a,)| := sup{|a,| :
n €N}, e

— denote ¢, para n em N a sequéncia cuja unica entrada diferente de
zero é 1 na posigao n.

A sequéncia (b,) em V é uma base ortonormal, se

a(N) = €°(Z,)

X
enH ’
n

€ um isomorfismo isométrico (isto é, uma bije¢do linear que preserva a
norma) entre espacos de Banach.

Observagdo. Um corpo nao-arquimediano nao tem uma ordem, como R. Por isso,

é inviavel definir um produto escalar (isto é, uma aplicagao bilinear simétrica

(,) que satisfaz (x,x) > 0 ) sobre um espacgo vetorial sobre um corpo nao-

arquimediano. Logo, é inviavel definir a ortogonalidade entre dois vetores por

um produto escalar. Sobre espagos vetoriais normados sobre um corpo nao-

arquimediano, temos de contentar com a norma para definir ortogonalidade.
Veja [Schog, Section 2.1]

Nesta secao, exibiremos uma base ortonormal distinguida das func¢oes conti-
nuas sobre Z,, os polinomios de Mahler, os coeficientes binomiais (g), (’1‘), ...como

fungbes sobre Z,. Equivalentemente,
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* denote 6((Z,) o espaco de Banach das fung¢des continuas f: Z, — K,
equipado com a norma ||| := sup{|f(x)| : x € Zp}, e

* denote () para n em N o coeficiente binomial x — (7) = x(x - 1)--- (x —
n)/n! como fungdo sobre Z,.

Teorema (Isomorfismo de Mahler, Teorema 14.2°). 4 aplicagao

a(N) = €°(Z,)

X
ey ,
n
¢ um isomorfismo isométrico (isto é, uma bije¢do linear que preserva a norma) entre

espagos de Banach.

O que distingue a base de Mahler de todas as outras bases ortonormais sobre
as fungdes continuas sobre Z, (que existem em abundancia), é que a avaliacao
de uma integral sobre ela da um isomorfismo entre dlgebras (e ndo meramente
de espacos vetoriais). Em mais detalhes: Seja QZ)O(ZI,) as integrais sobre Z,,
isto é, o dual

E)DO(Z/,) = CGO(ZP)* ={p: C60(214,) — K : linear e continua },

dos funcionais sobre as fun¢des continuas sobre Z, equipado com o produto
de convolucao

povi=plx > vf(x+)].

Teorema (Isomorfismo de Iwasawa). A4 aplica¢ao

QZO(ZI,) — { séries de poténcias ap + a1 X + - - - limitados }
W ag+aX+... comay=p(e),ar = p(er),... ()

¢ um isomorfismo de dlgebras topoligicas sobre K
* entre as integrais sobre Z, (com o produto de convolugao), e

* as séries de poténcias que convergem sobre a bola de unidade fechada em C, (com
0 seu produto natural),

Para convencermo-nos que o isomorfismo de Iwasawa é o dual do isomorfismo
de Mahler, observamos
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* que, como espa¢o vetorial normado, as séries de todas as poténcias
limitadas sdo todas as sequéncias limitadas, e

* que por Proposi¢do 15.8 o dual de °(N), das sequéncias que convergem
a zero, é ®(N), as sequéncias limitadas,

SN = P(N).

Por substituicdo da variavel, uma série de poténcias é uma funcdo sobre
todos os pontos em que converge. Observamos que os coeficientes de uma série
de poténcias sdo limitados se, e somente se, converge sobre a bola de unidade
fechada (por exemplo, em C,). O isomorfismo de Amice é o isomorfismo analogo
ao isomorfismo de Iwasawa, obtido pela mesma avaliacdo (*) da integral sobre
a base de Mahler, mas onde

* o0 dominio consiste nas integrais sobre as funcoes localmente analiticas (ao
invés das func¢des continuas), isto €, em cada ponto a funcdo é definida
por uma série de poténcias convergente, e

* o codominio nas séries de poténcias que convergem sobre a bola de
unidade aberta em C, (ao invés da bola fechada).

Com efeito, veremos que o isomorfismo de Iwasawa é o dual do isomorfismo
de Mahler, e pela Dualidade de Schikhof, o primeiro isomorfismo implica o
segundo.

141. Isomorfismo de lwasawa

Continue K a ser um corpo completo ndo-arquimediano que contenha Q. Seja
K° ={x € K| |x| <1} o seu anel de inteiros e ©= um uniformizador. Denotem

C60(21,,)0 := { todas as fungbes continuas f: Z, — K°},

%O(Zl))" := { todas as formas lineares continuas p: C60(21,)0 — K°}.

(Para facilitar o argumento, restringimo-nos inicialmente aos valores em K° ao
invés de K). Ambos os conjuntos sdao, com efeito,

e modulos sobre K°, e
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* normados pelas normas de supremo
If 1= sup{|f(x)| : x em Zy} e [Inll = sup{|p(f)|: f em 6°(Z,)°}.

Seja K°[Z/p"Z] a algebra do grupo Z/p"Z sobre K°, isto é
* 0 K°-mo6dulo libre com base {g : g em Z/p"Z},

* com a multiplicacdo * definida sobre esta base por g * & := g - &; isto é,
o produto * do anel entre os vetores da base é dado pelo produto - do

grupo.
Como conjunto,
K°(Z/p"Z) = {f: 2/p"Z — K°}
Identificamos pelo homomorfismo de quociente n: Z, » Z,/p"Z, — Z[p"Z
(o isomorfismo por Proposicao 2.8),

KO[Z/an] N cgn—cst(Zp)o
frfon
onde
C6”*“(21,,)0 :={f:Z, — K" tais que f(x) = f(y) se x =y mod p"Z,}.

Em particular,

U K[Z/an] — U %n—cst(zl))o — %IC(ZP)O

neN neN

onde
CGIC(ZI,,)O := { todas as fungdes f: Z, — K° localmente constantes }.
Proposigao 14.1. A4 inclusao
6 (2,)° € 6°(2,)°
¢ densa.

Demonstragdo: Seja € = |n™| > 0. Como Z, é por Corolario 4.3 compacto, f é
uniformemente continua. Logo existe & = [p"| > 0 tal que x = y mod p” implica
que f(x) = f(y) mod n™ Fixa para cada a em Z/p"Z um d em a + p"Z,;
define F(x) := f(d4) para x em a + p"Z,. Entdo F é localmente constante e
|[F(x) — f(x)| < € para todo x em Z,,. O



Corolario. A restri¢ao
2°(2,)° = 2(Z,)°
H = gz,
¢ uma bijegdo.
Demonstracao: Fla é
* injetora pela densidade e continuidade do funcional, e

* sobrejetora, ambos sendo espacos de Banach, pelo Teorema de Hahn-
Banach Proposi¢ao 15.7. (Para poder aplica-lo, observamos que C@O(Zl,)
€ de tipo finito é justamente testemunhado por CGIC(ZI,).) m]

Denote
K°[Z/p"Z])" = { todas p: K°[Z/p"Z] — K° lineares e continuas }
Como K°[Z/p"Z] é de dimensao finita, vale, por escolha de uma base,
K°[Z/p"Z) = K°[Z/p"Z]".
Obtemos
* que QDO(ZI,)O = lec(Zp)O,
* que €°(2))" = U,en K°[Z/$"Z], &
+ que K°[Z/p"Z]" = K°[2/p"Z],
logo
D0(Z,)° = D(Z,)° = lim D" (Z,)° = ImK°[Z/p"Z]" = imK°[2/$"Z].
onde as aplica¢des de transicao
L= DTN(ZY)° QD"H_C“(ZI,)" — ...

do limite inverso sao dadas pela restricao de CG’ZJ'I_CSt(Z[,)O a %”_C“(Z/,)O. Se
denote
K°[[Z]] = mK*[2/p"Z],
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entao concluimos

2°(Z,)° = K°[[Z,]]. (*)

Ao produto de K°[Z/p"Z] corresponde o produto de convolugido em %O(Zl,)o
dada por

pErv: fo plx - v(f(-+x)],

em particular, 87 = 81 * -+ - % 81 = 8.

O grupo aditivo Z, é topologicamente ciclico, isto é, gerado por um elemento,
por exemplo, pelo elemento 1 = (1,1,...) (visto que N é denso em Z,). Esta
observac¢ao torna plausivel:

Teorema (Isomorfismo de Iwasawa). A4 aplica¢ao dada por

K°[[Z,]] = K°[[X]] (*)
1—-1+X.

¢ um isomorfismo entre dlgebras topoliogicas (sobre K°) onde

* 0 lado esquerdo tem a topologia do limite inverso dos espagos vetoriais normados,
¢

* 0 lado direito tem a topologia da convergéncia ponto-por-ponto.

Demonstracdo: Denote
I,=2Z/p"Z

O grupo I, é ciclico de ordem p”. Seja y =1 o gerador. Tem-se

n+l

Zy|Tnial = Z,[T]/T?
por y — T. Por T =1 + X, obtemos
Z)[T]/(T"" =1) = Z,[X]/(1+ X)"" - 1)

Seja
hy(X) = 1+ X)?" -1.

Entao
hy(X)=XP" + ...

é um polinomio distinguido, isto é, onde todos os coeficientes exceto o primeiro
sao divisiveis por p.



Para um polinémio distinguido %, o Algoritmo de Euclides, Teorema A.1,
mostra que Z,[X]/(kh) e Z,[[X]]/(k) tém o mesmo posto deg/ sobre Z,, e
que

Zp[X]/(h) — Zp[[X]]/(R).
é sobrejetor; logo, é um isomorfismo.
Obtemos entdo para cada » um homomorfismo

Zy[[X]] = Zy[Tu] = Zp[X]/(hy),
entao um homomorfismo

e: Z,[[X]] — lim Z,[X]/ (k).

n

Por indugao, mostra-se que
ha(X) = (1+X)" -1 € (p,X)"!

onde (p,X) denota o ideal maximo de Z,[X] gerado por p e X. Logo a in-
tersecao dos nucleos (%,) é 0, isto é, o homomorfismo € injetor. Como o
homomorfismo é evidentemente sobrejetor, ele é um isomorfismo. m]

Quanto aos analogos de C60(2[0)" e QDO(Z[))" para valores em K ao invés de
K°,
C60(21,) := { todas as fungbes continuas f: Z, — K}

QZBO(Z[,) := { todas as formas lineares continuas p: %O(Zp) — K},

recordemo-nos de que por Lema 16.4 uma forma linear p: %O(Z[,) - Ké
continua se, e somente se, ela é limitada. Isto é,

2°(Z,) =K @k 2°(Z,)°.
Juntando (*) e (#x), concluimos:
Teorema 14.2. O homomorfismo entre dlgebras topologicas (sobre K)
¢ D (Zy) = Ko K°[[X]] (1)
1 —1+X

¢ um isomorfismo, onde

* 0 lado esquerdo tem a topologia da convergéncia ponto-por-ponto, e

* 0 lado direito tem a topologia da da convergéncia ponto-por-ponto.

Demonstragao: Como 81 +— 1 sob o isomorfismo K°[[Z,]] = %0(21,)0. O
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14.2. Isomorfismo de Amice

Uma descricao semelhante pela base de Mahler vale também para o dual das
funcoes localmente analiticas:

Defini¢do 14.3. Uma func¢io f: Z, — K é localmente analitica se para todo xo
em Z, existe uma bola B = xo + p"Z, em volta de x tal que fig(xo+-) é uma

funcao analitica, isto é, existem coeficientes ay, a1, ...em K tal que
— 2
fg(x0 +x) = ap + a1x + agx” + - --

Como Z, = lin Z[p"Z é totalmente desconexo e compacto, f é localmente
n
analitica se, e somente se, f = fi + - - + f, para func¢Ges analiticas fi, ..., fn
sobre bolas disjuntas By = x1 + p™Z,, ..., By = x, + p"Z,.
Denotem

C@la(Z[,) = { todas as fung¢des localmente analiticas f: Z, — K},

QZ)Ia(Z/,) = { todas as aplicacdes lineares e continuas p: %la(Zp) — K}.
O isomorfismo de Amice é o analogo do isomorfismo de Iwasawa,
2°(Z,) = Ko K°[[X]]
para %la(Z/,) (ao invés de %O(Zﬁ)):
Teorema 14.4 (Isomorfismo de Amice). Seja
B ={x em C, com |x| < 1},
a bola de unidade aberta em Cy, ¢
O(B) = {todas as ¥ em K[[X]] tais que F(x) converge para todo x em B},

sejam as séries de poténcias que convergem sobre B. O homomorfismo entre dlgebras
topoligicas (sobre K)

2" (2,) = O(B)

2
P ag+ar X+ aX +---,

onde os coeficientes ag = p((o)), a) = p((l)), as = p((Q)), ...sdo dados pela avaliagao
na base de Mahler, ¢ um isomorfismo.
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Demonstragao: Veja [Schqg, Secdo 2]. m]

Por Proposicao 14.1 as fungdes localmente constantes sdo densas nas funcoes
continuas; em particular, as func¢ées localmente analiticas sdo densas nas funcoes
continuas. Logo, pela continuidade do funcional, a restricdo de um funcional
sobre %O(Zl,) a %IQ(ZI,) € injetora,

2%(Z,) — D*(Z,).

Sob os isomorfismos de Iwasawa e Amice, vemos que esta inclusdo corresponde
a inclusao das séries de poténcias que convergem sobre a bola de unidade
fechada nas séries de poténcias que convergem sobre a bola de unidade aberta.

14.3. Dualidade de Schikhof

Recordemos uma formula¢ao da dualidade de Schikhof ([Schgs]) apta para nés
(dada por [STo2, Theorem 1.2]):

Teorema 14.5 (Dualidade de Schikhof). As categorias

o de espagos de K-Banach V com aplicagoes lineares e continuas (tal que | V|| seja
contido em |K|), e

* de modulos topoligicos compactos livres de tor¢ao (= produtos arbitrarios de ©
consigo) com aplicagoes lineares e continuas,

sao anti-equivalentes pelos funtores quase-inversos dados

o por V > V¢ = { todas as aplica¢ies lineares ¢ uniformemente continuas
f:V°® — O} munido com a topologia da convergéncia ponto-por-ponto (onde
V° denote a bola de unidade em V), e

o por M — M’ = { todas as aplicagdes lineares e continuas ponto-por-ponto
f:M — K } munido com a topologia da convergéncia uniforme.

Demonstragao: Veja [STo2, Theorem 1.2]. O

14.4. Teorema de Mahler

Denotemos

+ por ’(N) as sequéncias com entradas em K que convergem a zero,
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* por ¢, para n em N a sequéncia cuja tunica entrada diferente de zero é 1
na posicao n, e

* por (;) para n em N o coeficiente binomial x - (%) = x(x—1) - -- (x—n)/n!
como fungao sobre Z,.

Teorema (Isomorfismo de Mahler, Teorema 14.2’). O homomorfismo entre espagos
de Banach (isto ¢, uma aplicagdo linear e continua)

¢: w(N) = €°(Z)) (%)
!
en = ’
n
¢ um isomorfismo (isto ¢, um homomorfismo bijetor).

Demonstracao: Observamos

* que, como espaco vetorial normado, K ® K°[[X]] = P(N), e

* que por Proposi¢do 15.8 o dual de °(N), das sequéncias que convergem
a zero, é P(N), as sequéncias limitadas,

P(N). = L(N)*

Tem-se 6{’ =01 * - -+ * 01 = §,. Logo, sob o isomorfismo (7),

8y (1+X)"= Y (’:)X

i=0,...,n
Como 8,((;)) = (7), a aplicagdo () é o dual de (), isto é, $* é dado por
€%(Zp)" — L (N)*
P pod.

Como ¢* é um isomorfismo, ¢ é pela dualidade de Schikhof Teorema 14.5
também um isomorfismo. O

A imagem de 6"(Z,) C CGO(ZI,) das fungdes r-vezes diferenciaveis permite
sob este isomorfismo a seguinte descri¢do concisa:

Teorema 14.6. Temos o isomorfismo
&(N) = {(an): lan|n” — 0} = B"(Z,).

Isto ¢, uma fungdo f: Z, — K € r-vezes diferencidvel se, e somente se, f (x) = 3 a,(’)
com |a,|n" — 0.

Demonstragao: Veja [Nagi2] O
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15. Teorema de Hahn-Banach

Veremos que o Teorema de Hahn-Banach nao-arquimediano vale se, e somente
se, o corpo de coeficientes é esfericamente completo.

15.. Corpos Esfericamente Completos

Recordemo-nos de que, pelo Critério de Cantor, um corpo K é completo se, e
somente se, para cada sequéncia de bolas fechadas By 2 Bg 2 ... em K cujos
raios convergem a 0, vale (), B, # 0.

Defini¢ao. Um corpo K ¢é esfericamente completo se, e somente se, para cada
sequéncia de bolas fechadas By 2 By 2 ..., vale (), B, # 0.

Isto é, a condicdo é mais forte porque nao se restringe mais a sequéncias de
bolas cujos raios convergem a 0.

Observagdo. Se o corpo é ndo-arquimediano, entdo ndo importa se as bolas sejam
fechadas ou abertas.

Proposigao 15.1. Zodo corpo localmente compacto K ¢ esfericamente completo.

Demonstragao: Por Proposi¢ao C.10, um conjunto K é localmente compacto se,
e tdo-somente se, para toda colecio F de subconjuntos fechados em K cujas
intersecoes finitas sdo todas nao-vazias, a sua intersecao total (| F é nao-vazia.
Se K é localmente compacto, entdo toda bola fechada B(x,€e) é compacta. As
interse¢oes finitas da colecao {B1,Bg,...} sdo em particular todas nao-vazias
em K = By; logo, por K ser compacto, (), B, # 0. o

Exemplo 15.2.

* Por Corolario 4.3, todos os corpos locais, tais como os corpos Q, e F,((#))
e as suas extensoes finitas, sao localmente compactos. (Por Teorema 4.4,
estes corpos sdo todos os corpos localmente compactos.)

* Pelo Teorema de Heine-Borel, todo subconjunto limitado e fechado em R
(e em C) é compacto; em particular, toda bola fechada é compacta. Logo
R e C sao localmente compactos.

Recordemo-nos que, por Fato 9.1, o fecho algébrico @p de Q, é incompleto e
que C, denota o seu completamento. Se¢ao g alistou umas das suas propriedades
principais: Em particular, o seu grupo de valores é denso, |C}| = e
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Teorema 15.3. Seja K um corpo nao-arquimediano. Se K é
o separdvel, isto ¢, contenha um subconjunto enumerdvel denso, e
* a sua valoragdo ¢ densa, isto ¢, cuja imagem ¢ densa em R,
entdo K ndo ¢ esfericamente completo.

Demonstragdo: Pela valoracao densa, existem raios r; > rg > ... tal que r :=
limr, > 0. Pela separabilidade, existe um subconjunto enumeravel {s1,s,...}
denso em K. Seja B; uma bola fechada de raio 71 que nao contenha s;. Pela
valoracao densa, a bola B; de raio 7, contem uma infinitude de bolas de raio
r9; seja By uma tal bola “fechada” embutido em B; que ndao contenha so. A
sequéncia B; 2 By O ... assim construida tem intersec¢ao vazia: Caso contrario,
seria uma bola “fechada” de raio r, em particular, aberta, isto é, conteria um
dos elementos s1, s9, ...em contradicao as escolhas de By, Bo, ... O

Corolario 15.4. O corpo C, ndo é esfericamente completo.
Demonstragao: O corpo C, é

* separavel, isto é, contém o subconjunto enumeravel denso dos ntimeros

algébricos Q sobre Q, e

* a sua valoracdo é densa, isto ¢, a sua imagem é densa em R, por exemplo,
porque contém {p,v/p,Vp,...}.

Logo, por Teorema 15.3, é esfericamente incompleto. O

15.2. Hahn-Banach

Seja K um corpo nao-arquimediano. Um funcional sobre um espaco vetorial
normado V sobre um corpo K é uma aplicacdo linear e continua f: V — K.

Lema 15.5. Uma aplicacdo linear entre espagos vetoriais normados ¢ continua se, e
somente se, ¢ limitada, isto ¢, tal que a sua imagem da bola unitdria é contida em uma

bola.

Demonstragdo: Se é limitada, em particular é (uniformemente) continua.

Seja f: V — W ilimitada, isto é, existe uma sequéncia x1, X9, ... (cujas
entradas sao) em V tal que |[x,]| <1 e |[f(x1)], [|f(x2)]l, ...é ilimitada. Sejam
M, Ag, ...em K tal que

U Qax)IL N ax)l -}
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é limitada e o seu maximo > 1. Como X1, x9, ... € limitada, A1x1, AoXg, ... converge

a 0. Como || f(Mx)l, [If(Aex2)ll, ...> 1, f(x1), f(x2), ...n30 converge a
f(0) =0. Em particular, f ndo é continua (em 0). O

A norma || f|| de um funcional f é definida por
/1l == sup{lf ()| : v em V com |[[o]| < 1}.

O Teorema de Hahn-Banach demonstra-se para um espaco vetorial sobre um
corpo esfericamente completo como para um espaco vetorial sobre os nimeros
reais: Trocam-se os intervalos reais pelas bolas ndo-arquimedianos; ora, a sua
intersecao nao é vazia porque o corpo é esfericamente completo.

Teorema 15.6 (Hahn-Banach nao-arquimediano). Seja K um corpo normado.
Seja X um espago vetorial normado sobre K ¢ seja M um sob-espago em X. Se K ¢
esfericamente completo, entao todo funcional f: M — K estende-se a um funcional
F: X — K com ||F|| = ||f]l-

Demonstragao: Se f =0, entao F = 0 estende f como requerido. Logo, podemos
supor f nao-nulo.

Se |K| = ||V]||, entdo substitui £ por Af com |A| = || f||~! para obter ||f]| = 1.
Caso contrario, o argumento permanece o mesmo, mas um fator adicional
aparece em varias equacoes. Permitamo-nos supor que || f|| = 1.

Primeiro, consideremos o caso X = M @ K - m para m( em X: Precisamos
de determinar a em K tal que

F(m + Amg) == f(m) + Ao

tem norma 1, isto é,

|/ (m) + ha| < [lm + Amol|

para todo m em M e A em K. Em particular, para m = —Am,
|fGm) +hal = [M|f(m) —af e |+ dmoll = |Mllm = mo]|.
Por isto, basta demonstrar que exista a tal que
|f (m) — af < [lm —mo]|

para todo m em M. Esta desigualdade vale se, e somente se, a em

() Betmomoi(f (m).

m em M
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Como K ¢ esfericamente completo, para esta intersecdo infinita ndo ser vazia,
basta toda intersecdo sua finita ndo ser vazia; isto é, para m’ e m” em M,

B |im/—mo|| (f () N Bajjmr—my| (f (m”)) # 0.

Isto vale pois
|f (m') = f(m")| = |f (m" = m")| < |lm’" = m"|| < |lm’ = mo|| + [|m” — mo]|.

Ora, consideremos o caso que X seja qualquer espaco vetorial normado que
contém M. As extensdes F de f com ||F|| = ||f]| sao parcialmente ordenados
por F' < F” se F’r’N, =}’ e toda cadeia (F; : i € I) tem a cota superior dada
pelo grafico |J{ grafico de F; : i € I}. Pelo Lema de Zorn, Teorema D.2, existe

uma extensdao maxima F*: M* — K com ||F|| = || f]|.

Se existisse my em X — M*, entdo existe uma extensio F: M* & Kmy — K
com ||F|| = [F*| = |f| pelo caso que acabamos de mostrar; em particular, F*
nao seria maxima. Logo, M* = X. m]

Com efeito, o Teorema de Hahn-Banach vale para todos os espacgos vetoriais
sobre um corpo K se, e somente se, K é esfericamente completo! Contudo,
para certos espacos vetoriais normados, o Teorema de Hahn-Banach vale
independentemente do copo ser esfericamente completo ou nao:

Proposigao 15.7 ([PGS10, Theorem 4.2.4]). Seja X um espaco vetorial sobre um
corpo ndo-arquimediano K. Se X ¢ de tipo finito, isto ¢, tem um subespago de dimensao
numeravel denso, entdo a conclus@o do Teorema de Hahn-Banach vale (sem a condi¢do
que K seja esfericamente completo).

Por exemplo, ’(N) é de tipo finito.

15.3. Contra-Exemplo ao Teorema de Hahn-Banach

Construamos um contra-exemplo ao Teorema de Hahn-Banach se K esferica-
mente incompleto: Denotamos

» por (N) as sequéncias com entradas em K que convergem a zero, e
« por &(N) as sequéncias com entradas em K que sao limitadas.

Ambos os conjuntos sao espagos de Banach pela norma

(@)l == sup{|a,| : » em N}.
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Para um espaco vetorial normado V, seja
V* := { todas as aplica¢des f: V — K continuas e lineares }

o seu dual continuo dos funcionais sobre V, isto é, o espaco vetorial com a
norma

1£1l == sup{|f (v)| : » em V}.

Proposigao 15.8. Temos

S(N)* = P(N)

Demonstragdo: Por Lema 16.4 uma aplicacao linear entre espacos vetoriais nor-
mados é continua se, e somente se, é limitada. |

Dado que K ndo é esfericamente completo, explicitemos o espaco vetorial
sem qualquer funcional diferente de zero: Denotemos

* por V = P(N) as sequéncias com entradas em K que sio limitadas,

e por W := O(N) as sequéncias com entradas em K que convergem a zero,
e

* por X := V/W o seu quociente.

Os espacos vetoriais V e W sao equipados com a sua norma de supremo
natural, e o espaco vetorial X = V/W é equipado com a norma de quociente
dada por

||%]| := inf{]|x|| para todos os x em ¥ = x + V}.

Com efeito, vale ||x|| = lim sup|x,| se (x,) em V é um representante de X em X.

Defini¢ao. Um espago vetorial normado V € esfericamente completo se, e somente
se, para cada sequéncia de bolas By 2 By 2 ... em V vale (), B, # 0.

Proposigao. O espaco X ¢ esfericamente completo.

Demonstragao: Seja By = B, (1) 2 B<,,(X2) 2 ... uma sequéncia de bolas em
X com r; > r9 > ... Sejam x1, X9, ...em V representantes de ¥, Xg, ...em
X indutivamente escolhidos tal que [|x, — x,41]| < 7,—1 para todo n > 1. Seja
x = (x,,) a sequéncia diagonal. Observamos que x em V, e que para qualquer
n>1,

% — &all = I¥ =%l = lim sup|x;; — Xu4| < limsupllx; — X[l < 751
i i

Por isso,

%€ )Ber, (%) =) Ber, (Fue1) = [ | Bar, (5.
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Lema 15.9. Se um espago vetorial normado ¢ esfericamente completo, entdo o seu
quociente por todo subespago fechado ¢ esfericamente completo.

Demonstragdo: Seja V esfericamente completo e W um subespaco fechado. Seja
X = V/W. Seja B<,,(¥1) 2 B<y(X2) 2 ... uma sequéncia de bolas em X
com r; > rg > ... Sejam X1, x3, ...em V representantes de X1, ¥y, ...em X
indutivamente escolhidos tal que ||x, — x,41|| < 7,-1 para todo » > 1. Como
V é esfericamente completo, existe x em V tal que ||x — x,|| < r,—1 para todo
n > 1. Em particular, ||¥ — ¥,|| < r,—1 para todo n > 1. Por isso,

%€ [ \Bary (%) = [ |Bar, (%),

Corolario. Se K nao ¢ esfericamente completo, entao o unico funcional f: X — K ¢
f=0.

Demonstraggo: Como f é continuo, ker f = f1{0} é fechado. Se f # 0, entdo
V/ker f = K seria esfericamente completo por Lema 15.9. m]

Por exemplo, por Corolario 15.4, X* = 0 sobre K = C,.
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16. Teorema de Alaoglu

Seja K um corpo normado. Um espaco vetorial é topoldgico se é um espago
vetorial com uma topologia tal que a adicdo + e a multiplicagdo escalar - sdo
continuas. Um funcional sobre um espaco vetorial topologico V sobre K é uma
aplicacao linear e continua f: V — K. Denote

V* := { todos os funcionais f: V — K}.

Exemplo 16.1. Por exemplo, se K é nao-arquimediano e V consiste das sequén-
cias de nulo,
V=¢(N):={(a,:neN):a, — n}

entdo V* consiste das sequéncias limitadas,

V*=(N) = {(ay:neN): sup{|a,|} < oo}.

16.1. Topologia Fraca e Fraca*

A topologia fraca de V é a topologia inicial dos funcionais sobre V; isto é,
a menor topologia tal que todo funcional f: V — K seja continua; isto é,
a topologia gerada pelas pré-imagens f1U para os funcionais f: V — K e
conjuntos abertos U em K.

Exemplo 16.2. Por exemplo, se V = ¢(N), entdo (v,) em V converge para
a topologia fraca se, e tao-somente se, (v,) é limitada e converge em cada
coordenada.

A topologia fraca® de V* é a topologia inicial das avalia¢des f +— f(v) para
todos os v em V; isto €, a menor topologia tal que toda avaliagcdo ¢,: V* — K
definida por ¢,: f — f(v) para v em V seja continuas; isto é, a topologia
gerada pelas pré-imagens ¢, U para todas as avaliagdes ¢,: V* — K e conjuntos
abertos U em K.

Se V € separavel com subconjunto denso enumeravel {v,}, entdo a topologia
fraca™ é induzida pela métrica

|[x = y1(2a)]
1+[[x =yl (wa)l’

Logo, formulado de forma mais palpavel pela convergéncia das sequéncias (que

d(x,y) := Z 9"

neN

definem os conjuntos fechados, logos os abertos como os seus complementos):
Uma sequéncia (f;) em V* converge se (f,(x)) converge para todo x em V.
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Exemplo 16.3. Por exemplo, se V = ¢(N) e V* = A (N), entdo (f,) converge
para a topologia fraca® se, e tao-somente se, (f,) € limitada e converge em cada
coordenada.

16.2. Topologia Forte (ou do Operador)

Lema 16.4. Uma aplicacdo linear entre espagos vetoriais normados ¢ continua se, e
somente se, ¢ limitada.

Demonstragdo: Se é limitada, em particular é (uniformemente) continua.

Seja f: V — W ilimitada, isto é, existe uma sequéncia xi, X9, ... (cujas
entradas sao) em V tal que |[x,]| <1 e |[f(x1)], [|f(x2)]l, ...é ilimitada. Sejam
M, Mg, ...em K tal que || f(Ax1)ll, [|f(A2x2)]|, ... €é limitada e maior do que
1. Como x1, xg, ...¢€ limitada, A1x1, Agxo, ...converge a 0. Como [|f(Ax1)]],
Ilf (Agx2)|l, ...> 1, f(x1), f(x2), ...n30 converge a f(0) = 0. Em particular, f

nao é continua (em 0). O

A norma de operador || f|| de um funcional f é definida por

/1l == sup{|f(2)] : v em V};
que da a V* uma métrica d definida por d(f,g) = |f — g|. que induz a topologia
gerada pela base das bolas abertas B(x,7) := {g € V* : d(g,f) < €}.
16.3. Reflexividade

Define o homomorfismo candénicoV.— V** entre V o seu dual duplo V** := (V*)*
porv = [f = f(v)].

Defini¢ao 16.5. Um espaco vetorial topologico V é reflexivo, se a aplicagao
V < V** & sobrejetora.

Exemplo 16.6.

* Se K é ndo-arquimediano e esfericamente completo, entdo um espago de
Banach V é reflexivo se, e tao-somente se, dimV < co.

* Se K =R ou C, entao todo espago vetorial de dimensao finita é reflexivo
e todo espaco de Hilbert V é reflexivo, isto é, um espago vetorial com
um produto escalar, isto é, uma aplicacao bilinear (ou, equivalentemente,
linear em um dos dois argumentos) (:,-): VXV — K tal que

(x.9) = (.%)
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onde - é a conjugacdo complexa, e
(x,) >0 e (x,x) =0 somente se x = 0.

tal que ele é completo para a (métrica induzida pela) norma ||-|| definida
por [[x|| = (x,x).

* Se K ¢ uma extensdo completa de Q, entdo o espago vetorial topol6gico
das funcoes localmente analiticas (isto é, dada em uma vizinhanca de
cada ponto por uma série de poténcias) Z, — K ¢ reflexivo para a sua
topologia natural (definida pelas normas das séries de poténcias locais,
vide [Schog, Exemplo ap6s Proposition 16.10]).

Lema 16.7. Seja V um espago vetorial topoligico sobre um corpo normado K. Se'V ¢é
normado ¢ K ¢ esfericamente completo, entao o homomorfismo V- — V** ¢ injetor.

Demonstragao: Se v # 0, entao existe pelo Teorema de Hahn-Banach f em V*
com f(v) =1. O

Corolario 16.8. Seja V um espago vetorial topologico sobre um corpo normado K.
SeV é normado e K ¢ esﬁ;rz‘camente com[)leto, entdoV ¢ reﬂexivo se, e tao-somente se,
V = V** como homomorfismo isométrico.

Demonstragao: Por Lema 16.7. |

Se K é completo, entdo V* é completo como espaco normado (pela norma
de operador). Logo, se V é normado e reflexivo, entdo V = V** é completo.
Isto é, V é um espag¢o de Banach.

Corolario 16.9. Seja V um espago vetorial topologico. Se V é normado e reflexivo,
entdo a topologia fraca™ de V* ¢ igual a topologia fraca de V™.

Demonstragao: Por Corolario 16.8, o homomorfismo V — V** dado por v +—
[f — f(v)] é bijetor. Logo, pela sua defini¢do, as topologias fraca e fraca® sao
iguais. O

Fato 16.10. Um espago de Banach V sobre K = R ou C ¢ reflexivo se, e tao-somente
se, a sua bola unitdria {v € V: ||v|| < 1} é compacta para a topologia fraca.
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16.4. Teorema de Alaoglu

Defini¢ao 16.11. Um corpo K é localmente compacto se para todo x em K existe
uma vizinhanca V 3 x compacta.

Equivalentemente, um corpo K é localmente compacto se para todo x em K
existe uma vizinhanca aberta V > x tal que o seu fecho é compacto.

Se a bola unitaria de K é compacta, entdo K é localmente compacto.

Por exemplo, K = R, C e as extensdes finitas de Q4 e F,((¢)) sdo localmente
compactos (e de fato constituem todos tais corpos). Ja vimos que Z,, a bola uni-
taria de Q,, é compacto; logo Q, é localmente compacto (e semelhantemente
Fy((2))). Para ver que R (e logo C) é localmente compacto, basta por Teo-
rema C.13 mostrar que todo subconjunto limitado é sequencialmente compacto,
isto é, que toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia convergente.

A bola unitdria B de V* é a bola fechada B(0,1) := {f € V*: || f|| < 1}

Teorema 16.12 (Teorema de Banach-Alaoglu). Seja K um corpo topolégico e V
um espago normado sobre K. Se a bola unitdria em K é compacta, entdo a bola unitdria
fechada de V* ¢ compacta para a topologia fraca®.

Demonstragdo: Seja B a bola unitaria fechada de V e seja B* a bola unitaria
fechada de V*. Seja & a bola unitaria fechada de K. Logo

B* < b
por f — fig. Como, por definicio,

* a topologia do produto é a menor topologia que torna todas as proje¢oes
continuas,

* atopologia fraca® de V* é a menor topologia que torna todas as avaliagdes
f — f(v) para v em V continuas,

a inclusao é um mergulho, isto é, um homeomorfismo a sua imagem. Logo, B* é
compacta se, e tao-somente se, a sua imagem em BB & compacta. Pelo Teorema
de Tychonoff, o produto 4® dos compactos b é compacto para a topologia do
produto. Logo, basta verificar que B* ¢ fechada em 4%. Dado f: B — b, vale f
em B* se, e tio-somente se, é restricio de uma aplicacao linear, isto é,

e f(v+w)=f(v)+ f(w) para todo v e w em B tal que v+ w em B, e

* f(AMw) = Af(v) paratodo A em K e v em B tal que Av em V.
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Isto é,
B* :ﬂ{T;}U{O} :v,w € B comov+w € B}
n ﬂ{T;}w{O} : % € K,w € B com Av € B}
onde as avaliac¢Ges lineares com dominio B e contra-dominio 4 sdo dadas por
Tow: [ fo+w) = (f(0)+f(w) e Tiw:fr= fo)-0f()).

Como todas as T, e T} 4, sao continuas, o conjunto unitario {0} é fechado e a
intersecao de conjuntos fechados é fechada, concluimos que B* é fechada. O

Lema 16.13. Seja V um espago vetorial topoligico. Se V ¢é separdvel, entdo existe uma
métrica cujas bolas geram a topologia fraca™ de V*.

Demonstra¢do: Para um subconjunto {x,} denso em V, define a funcao distancia
de X* por

N oo % =91 (xa)]
A = 2 2 T Sl
Corolario 16.14. Seja V um espago vetorial normado. Se V ¢é separdvel, entdo a bola
unitdria fechada de V* ¢ sequencialmente compacta para a topologia fraca*, isto ¢,
toda sequéncia (f,) em V* tem uma subsequéncia (f,,) tal que existe f em V* com

Jui(0) = f(v) para todo v em V.

Demonstragdo: Primeiro Teorema 16.12, depois Lema 16.13 permite aplicar
Teorema C.13. O

Corolario 16.15. Seja V um espago vetorial normado. Se V ¢ reflexivo, entdo a
bola unitdria fechada de V é compacta para a topologia fraca. Se V é reflexivo e V*
¢ separdvel, entdo a bola unitdria fechada de V ¢ sequencialmente compacta para a
topologia fraca, isto é, toda sequéncia (v,) em V tem uma subsequéncia (v,,) tal que
existev em V com f(vy,) — f(v) para todo f em V*.

Demonstrag¢ao: Se V é reflexivo, entdo a topologia fraca sobre V* é igual a
topologia fraca® sobre V*. Logo, a topologia fraca® sobre V** é igual a fraca
sobre V** = V. Logo, por Teorema 16.12 aplicado a W = V¥, a bola unitaria
fechada de V = W* é compacta para a topologia fraca.

Se V* é um espaco normado e separavel, entdo V é separavel (sem demons-
tracao). Logo, se V* é separavel e reflexivo, entao V** é separavel. Entao por
Corolario 16.14, a bola unitaria fechada de V** é sequencialmente compacta
para a topologia fraca®. Como V ¢ reflexivo, a topologia fraca® sobre V** é

igual a fraca, e V* = V. m]
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A. Divisao com Resto e o Algoritmo de Euclides
Sejam a e b nimeros inteiros. O nimero b divide a ou, em férmulas, & | a, se
existe um numero inteiro ¢ tal que a = bc.

Por exemplo, um nimero inteiro, é par ou impar se é divisivel por 2 ou ndo.

Defini¢ao. Um numero p > 1 é primo se somente 1 e p dividem p.

{ ntmeros primos } = {2,3,5,7,11,13,17,23,. . .}.

Aa. Divisao com Resto

Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Que a dividido por / tem quociente
g e resto r significa

a=b-g+r com0<r<hb.
Por exemplo, para a = 230 e b = 17, calculamos
230 =17-13+9.

Isto €, 230 divido por 17 tem quociente 13 e resto 9.
Para dois ntimeros inteiros a e b,

divisor comum = niimero inteiro positivo que divide a e b.

O maior divisor comum de a e b é o maior nimero inteiro positivo que divide
a e b. Denote

mdc(a,b) := o maior divisor comum de a € b .
Por exemplo,

{ divisores comuns de 24 e 26} = {2,3,4,6,12}

mdc = o maior divisor comum = 12.
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A.2. Computar o Maior Divisor Comum pelo Algoritmo de Euclides

Sejam a e b nimeros inteiros positivos tal que a > b e com
a=b-g+r com0<r<b. (1)
Equacao (f) = d | a,b se, e somente se, d | b,r, =
{divisores comuns de a e b} = {divisores comuns de b e r},

em particular
mdc(a,b) = mdc(b,r).
Reaplicando a divisdo com resto aos nimeros menores 4 e 7,
b=r-¢+r comO0<r <r

e por isto
mdc(b,7) = mdc(r,7’).

’ ’ ’ 144 ’ " . ,
Iterando, chegamos a s :==r er comr =0, isto é
mdc(a,b) = ... =mdc(s,0) =s.

Por exemplo, calculamos o maior divisor comum de a = 748 e b = 528 pela
iterada divisao com resto:

748 = 528-1+220
528 = 220-2+88
220 = 88 -2+44
88 = 44 -2+0,
logo mdc(528,220) = 44. Isto &,

o maior divisor comum = o penﬁltimo resto .

Teorema (Algoritmo de Euclides). Sejam a e b nimeros inteiros positivos com
a > b. O seguinte algoritmo calcula mdc(a,d) em um ntimero finito de passos:

(inicializacao) Poero =a ery = b, ei = 1.

(divisdo com resto) Divide r;_1 por r; com resto para obter
Ti-1 = 7iq; + Tiy1 com 0 < Tiyl < 75

(iteracao) Distingue entre:

* ou 141 = 0, entdo r; = mdc(a,b) e o algoritmo termina,

* ou 141 > 0, entdo ponha i := i +1 e continue no passo (divisao com resto).
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A.3. Algoritmo de Euclides Estendido = Computar o Maior Divisor Comum
como Combinacao Linear

Para numeros inteiros vy, ..., v7, uma combinagdo linear de v1, ..., v7 € uma
soma s de multiplos inteiros deles,

s =Mvi+---+Agug com inteiros Aq,...,A .
O Algoritmo de Euclides Estendido mostra iterativamente que
maior divisor comum de a e b = combinacao linear de a e b .

Teorema A.1 (O algoritmo de Euclides Estendido). Para quaisquer niimeros
inteiros positivos a e b, o seu maior divisor comum mdc(a,b) é uma combinagao linear
de a e b; isto é, existem niumeros inteiros u e v tais que

mdc(a,b) = au + bv.
Demonstra¢do: Inicialmente, com ry := a, r := b,
ro=rigi+ro comO0 < rg <r.
Isto é, ro =19 —rq1, =
70,71, € 19 = combinacdes lineares de a e b .

Por inducio,
ri1=71;¢;+ 141 comO0 < 7 <7y

Como r;_1 e r; sao combinacoes lineares de a e b,
7i41 = 7i-1 — 7;¢; = uma combinacdo linear de a e b .
Em particular, quando finalmente r1,; =0,
n = mdc(ry, 1+1) = mdc(a,b) = combinacdo linear de a e b .
Ja calculamos o maior divisor comum de a =748 e b = 528,

748 = 528-1+220

528 = 220-2+88

220 =88 -2+44
88 =44 240,
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Logo,

920 = 748-5281=a - b
88 = 528-220-2 = b — (a — 5)2 = 3b — 2a
44 = 220-88 -2 = (a — b) — (36 — 2a)2 = 5a — 7b,

e, com efeito,

44 =5-748 -7 - 528.
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B. Aritmeética Modular

Denotem
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} e R

os anéis dos nimeros inteiros e dos niumeros reais (= a reta).
Um anel (comutativo com 1) é

* um conjunto que possui
— 0 (= o elemento neutro da adicao), e

— 1 (= o elemento neutro da multiplicacio);

* sobre o qual operam
— a adicao + (e o seu inverso —), e
— a multiplicagao -,

que satisfazem a lei associativa, comutativa e distributiva.

B.A. Aritmética Modular no dia-a-dia

Damos exemplos da aritmética modular do nosso dia-a-dia (como o relégio, os
dias da semana, ou até o alfabeto). A propriedade comum entre estes exemplos
é a sua circularidade (de onde a nomenclatura “anel”).

Relogio. O exemplo protétipo de aritmética modular é a aritmética do
rel6gio em que o ponteiro volta apés 12 horas no inicio; isto é, vale a equagao

12 =0,
que implica, entre outros, as equacoes
9+4=1 e 1-2=11; (%)

Quer dizer, 4 horas depois das 9 horas é 1 hora, e 2 horas antes da 1 hora sao
11 horas. Podemos ir mais longe:

9+24 =9, (xx)

quer dizer se agora sao 9 horas, entdo 24 horas (= um dia) mais tarde também.
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Figura B.1: Rel6gio como Anel dos nameros 1,2,...,11,12=0

Dias da Semana. Além das horas, outro exemplo do aritmética modular
no dia-a-dia sdo os dias da semana: tendo passado 7 dias, os dias da semana
recomecam. Se numeramos sabado, domingo, segunda, terga, quarta, quinta
e sexta-feira por 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 entdo vale a equacdo

7=0,
e que implica, entre outros, as equagdes
4+4=1 e 1-2=05;

Quer dizer, 4 dias depois da quarta-feira é domingo, e 2 dias antes do do-
mingo é sexta-feira. Podemos ir mais longe: 5 + 14 = 5, quer dizer se agora é
quinta-feira, entdo daqui em 14 dias (= duas semanas) também.

A cifracao de César. Na cifracdo de César, trasladamos cada letra do alfa-
beto por uma distancia ¢ fixa; por exemplo, para ¢ = 3, obtemos

A-~DB—E,. .. .W—Z

Para trasladarmos as dltimas ¢ = 3 letras X, Y e Z do alfabeto, consideramos o
alfabeto como anel, isto é:
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Figura B.2: A circularidade semanal de tomar comprimidos

Assim,
X—A,...,Z— C.

Se identificamos cada letra do alfabeto romano com a sua posicao,
A—0B—1,...,. X 23Y — 24,7Z +— 25.

entdo vale 23+3 1+ 0,24+3=1e 25+ 3 = 2; isto é, 26 = 0.

Formalizacao. Formalmente, derivamos as equagdes em (x) e (xx) das
igualdades

944=13=124+1=041=1 e 1-2=-1=-1+0=-1+12=11.

94+424=9+2-12=9+2-0=09.

Em geral, para quaisquer a e x em Z,

a+12-x=a
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Figura B.3: Roda das Letras do Alfabeto Latin

ou, equivalentemente, para quaisquer a e b em Z,
a=b sel2|a-b.

Em palavras, a e b deixam o mesmo resto divido por 12.

As mesmas observac¢des valem para os dias da semana.

Nao ha nada de especial sobre o nimero m = 12 (horas até meio-dia), m =7
(dias da semana) ou m = 26 (letras do alfabeto latim). Por exemplo, as mesmas
observacoes valeriam se o rel6gio indicasse m = 15 horas (como no planeta
Netuno em que o dia, a rotacdo completa em torno do proprio eixo, dura 16
horas):

Definig¢dao. Seja m > 1 um inteiro. Os ntimeros inteiros a e b sio congruentes
modulo m ou, em formulas,

a = b mod m.

se m | a—b, isto é se a sua diferenca a — b é divisivel por m. Em outras palavras,
se a e b deixam o mesmo resto divido por m. O nimero m é o médulo.
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mod 15

12
4+5mod 15=9

E+EBmod15=1
4x 7 mod 15=13
11%x 10mod 15=5
11x1lmod15=1

11

Figura B.4: O relégio com 15 horas

B.2. O Anel Quociente

Dado um numero inteiro m, construiremos de duas vias, primeiro pela teérica
e depois pela pratica,

* o menor anel (= conjunto que possui 0 e 1 e sobre o qual + e - operam),
denotado por Z/mZ,

* com uma aplicagdo ~: Z — Z/mZ denotada por
XX

que satisfaz

X+y=x+y
(e portanto x -y = x - §, em particular, 0 =0 e 1=1), e

* tal que
x>0 & m|x (1)

ou, equivalentemente,

x=ymodm = X=yemZ/mZ.
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Explicamos o que significa o menor anel que satisfaz as propriedades pre-
cedentes. Com efeito, menor ndo tem significado matematico. Em verdade,
falamos matematicamente de uma propriedade universal: Se A é outro anel com
uma aplicacdo n: Z — A que satisfaz (), isto é, tal que n(x) = 0 se, e somente
se, m | x, entdo existe uma (com efeito, unica) aplicacdo ¢: Z/mZ — A tal
que © = ¢ o~. (Diz-se que a aplicacdo n fatora através de ~.)

Construcao Teorica. Esta constru¢ido do anel residual é a ordinariamente
dada, como conjunto de classes residuais: Pela Equacao () exatamente o
conjunto mZ +— 0, e consequentemente para x em Z qualquer, exatamente os
seus traslados

x+mZ — X.

Isto nos leva a definir

* como conjunto
Z|/mZ :={x+mZ:x emZ}

e como aplicagdo ~: Z — Z/mZ

X x+mZ;

* como elementos neutros da adi¢cdo e multiplicacao

0=0+mZ=mZ e 1=1+mZ;

* como operagoes + € -

Xty=x+y e Xx-yi=x-)y.

Os elementos (ou numeros) em Z/mZ sao subconjunto de Z, com efeito classes
residuais.

Construcao Pratica. Esta defini¢do reflete melhor o nosso ponto de vista
intuitivo da aritmética modular, por exemplo, sobre o relégio, isto é, Z/127:
Pela divisdo com resto,

{x+mZ :xem Z} ={0+mZ,...,m—1+m2Z},

isto é, 0,...,m — 1 representam o conjunto Z/mZ. Por isso definamos
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* como conjunto
Z|mZ :=A{0,...,m—1};

e como aplicagdo ~: Z — Z/mZ
x+—7r ondex=¢gm+r comrem{0,...,m—1};
* como elementos neutros da adicdo e multiplicacao 0 e 1,
* como operagoes + e -

x+y:=r ondex+y=gm+r comr7rem{0,...,m—1}

x-y=r ondex-y=gm+r comrem{0,...,m—1}.

Por exemplo, as tabelas da adi¢dao e multiplica¢do para m = 4 sdo:

+ 0 1 2 3
o 0o 1 2 3
11 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

(&
* o 1 2 3
0O 0 0 0 O
101 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Exercicio B.1. Mostra que um ntimero inteiro é divisivel por 3 (respectivamente
9) se, e tao-somente se, a soma dos seus algarismos decimais é divisivel por 3
(respectivamente 9).

B.3. Nimeros Invertiveis

Em Z, os tinicos nimeros que dividem todos sao +1. Em Z/mZ, depende do
modulo m se todos os seus elementos podem ser divididos

* 50 pelas imagens dos nimeros invertiveis +1 em Z, ou
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* por todos os numeros (exceto 0).

Um namero que divide todos os outros é uma unidade:
Defini¢do B.2 (Unidades). O elemento ¥ em Z/mZ é uma unidade se existe
y em Z/mZ tal que

jx=1.
O elemento y ¢ o inverso de x ¢ denotado por x~*. Denotamos
(Z/mZ)* := { as unidades em Z/mZ}.
Por exemplo, a tabela de multiplicacdo de Z/4Z mostra que
(Zz/47)* = {1,3}.
pois1-1=1e3-3=1; ao contrario, 2 ndo € uma unidade.
Defini¢ao. Os numeros inteiros a e b sao relativamente primos se
mdc(a,b) =1,

isto é, se nenhum namero inteiro (fora 1) divide a e b.

Proposicao B.3 (Caracterizacao de Unidades). Dado um nimero inteiro x, sua
imagem

X ¢ unidade em Z|/mZ <= x ¢ m sdo relativamente primos.

Por exemplo, mdc(1,4) = mdc(3,4) = 1, mas mdc(2,4) = 2. Pela proposicao,
concluimos que em Z/4Z sao unidades 1 e 3, mas 2 nao é.

Demonstragao (da Caracteriza¢ao de Unidades):: Pelo Algoritmo de Euclides Es-
tendido, existe z e v em Z tais que

ux + vm = mdc(x,m).
Entdo mdc(x,m) =1 se, e somente se, existe # em Z tal que
ux =1 mod m

ou, equivalentemente,
ux=1 em Z/mZ.

Isto é, X € uma unidade em Z/mZ. O

125



Corolario B.4. Se p ¢ um nimero primo, entio

(Z/p2)" ={1,....p—1}.
Isto é, todos os elementos, exceto 0, s@o unidades.
Demonstragdo: Se p é primo, entdo mdc(x,p) =1l parax=1,...,p— 1. O

Recordemo-nos de que um corpo é um anel cujos ntimeros sdo todos unidades
(# 0). Isto é, um anel em que se pode dividir por qualquer nimero (# 0). Para um
namero primo p, pelo Corolario, Z/pZ é um corpo, o corpo com p elementos,
denotado por

B.4. Teorema Chinés dos Restos
Teorema B.5. Se m ¢ n sao coprimos, isto ¢ mdc(m,n) =1, entdo
ZlmnZ =Z|mZ X Z]/n”Z.
Demonstragao: Olha a aplicacao natural
n:Z > Z/mZXZ|n”Z.

e observa que n(x) = 0 se, e somente se, x = 0 mod m e x = 0 mod =, isto é,
se, e tdo-somente se, mmc(z,m) = nm divide x. Logo o seu nucleo é nmZ, e a
aplicacdo induzido

n:Z/mnZ — Z|mZ X Z]nZ.
¢ injetora.
Como m e n sdo relativamente primos existem pelo Algoritmo de Euclides
Estendido i e j em Z tal que im + jn = 1. Como a imagem ¢é um ideal sobre

Z, para mostrar que a aplicacdo é sobrejetora, é suficiente mostrar que os seus
geradores (1,0) e (0,1) sao valores. Calculemos

jn=im+jn=1modm e jn=0modn

im=0modm e im=im+ jn=1mod n.
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C. Topologia

Seja X um conjunto. Uma fopologia sobre X é uma familia T de subconjuntos de
X tal que

* os conjuntos ) e X sdo em T,
eseUeVemrt,entaioUNVemr,e
* se {U; : i € I} (para qualquer conjunto I) é em 7, entdo | J,; U; é em 7.
Exemplo.
* A topologia discreta sobre X é T = { todos os subconjuntos de X}, e
* a topologia minima, a menor topologia possivel, é T = {0,X}.
* Seja X um conjunto. Uma aplica¢do d: X x X — [0,00[ é uma funcao
distancia ou métrica se
- d(x,y) =0 se, e somente se, x =y, (Hausdorff)
- d(x,y) =d(y,x), e (simetria)
— d(x,2) <d(x,y) +d(y,2). (desigualdade triangular)

Um espago métrico € um par (X, d) de um conjunto X e uma funcao distancia
d como acima.

Para x em X e r > 0, defina a bola aberta respectivamente fechada com
raio r e centro x (ou a volta de x) por

B(x;r) = {py e X:d(x,9) <7} e B(x;r):={yeX:d(x,y) <r}.

Uma vizinhan¢a @ volta de um ponto x em um espaco topologico X é um
conjunto em X que contém um conjunto aberto U que contém x. Por exemplo,
se X é um espago métrico, entdo uma bola é uma vizinhanca a volta do seu
centro.

Uma base em um ponto x em X é uma familia {U; : i € I} de conjuntos
abertos que contém x tal que

{UU]- JeI} ={Uem 7t :U > «}.
JeJ

Por exemplo, as bolas a volta de um ponto x em um espago métrico X constituem
uma base.
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-1 s30 continuas. Se X = G

Um grupo € topoligico se as suas operagoes - € -
€ um grupo topoldgico, entdo basta por esta continuidade definir uma base
{U; : i € I} em volta de 1, o elemento neutro de G para obter 7 inteira: A
familia t; das uniGes arbitrarias de {U; : i € I} é a familia de todos os conjuntos
abertos que contém 1. Seja ¢ em G um ponto arbitrario. Como o traslado g- é
continuo e invertivel, g%, = 1, onde 1, ¢ a familia de todos os conjuntos que
contém g. Como t = [J,¢g Ty, concluimos que 7 foi inteiramente restituida por
RB.

Uma topologia é totalmente desconexa se todo subconjunto é desconexo, isto é,
¢ unido disjunta de dois subconjunto abertos. Por exemplo, Z, é totalmente
desconexo.

CAa. Sequéncias e Completude

Defini¢ao C.1. Uma sequéncia (x, : n € N) em X converge ao limite x se para
toda vizinhanca U a volta de x existe ng tal que x, € U para todo n > ng. Isto
€, quase todos os membros (= todos exceto um ntmero finito) de (x,) estao em
U. Denote lim x, = x ou x, — x que (x,) converge a x.

Observe que x, — x se, e tdo-somente se, d(x,,x) — 0.
Se X é Hausdorff, isto é, dois pontos diferentes sdo sempre contidos em duas
vizinhancas disjuntas, entdo o limite é unico.

Exemplo C.2 (Juros compostos). Ponhamos o nosso dinheiro em uma conta
de poupanca de um banco generoso, 100 reais por 100 dias com uma taxa de
juros de 100%. Logo, teremos apds 100 dias 200 reais na conta.

Agora proponhamos ao banco, no lugar de 100% uma tnica vez, pague 10%
dez vezes, isto é ap6s cada décimo dia um décimo dos juros. Logo, teremos

* apo6s 10 dias 110 = 100 - (1,1) reais na conta,
* ap6s 20 dias 110 - (1,10) =121 =100 - (1,1)? reais na conta, ...e

« finalmente, ap6s 100 dias 100 - (1,1)1° = 100 - 2,5937424601 ~ 259 no
lugar de 200 reais na conta!

Tornamo-nos arbitrariamente ricos, ao diminuirmos os intervalos de paga-
mento mais e mais? Nao! Se o banco pagasse, por exemplo, os juros (compostos)
em 1.000.000 de intervalos, isto é, quase cada segundo, teriamos

100 - (1,0000001%000-000) ~ 100 - 2,71828 = 271,828
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reais na conta. Isto é, observamos que a sequéncia (1 + 1/z)" converge ao
niumero de Euler e = 2,718 .. .!

Um ponto x em X é um ponto de acumula¢io (ou ponto de limite) se é o limite
de uma sequéncia (xy)

* cujos membros x, sao todos diferentes, ou
* equivalentemente, tal que {x,} € infinito, ou
* equivalentemente, tal que x ¢ {x,}.
Um ponto x ndo é um ponto de acumulacao, é um ponto isolado, se o conjunto
unitario {x} é aberto.
C.2. Fungoes Continuas
Sejam X e Q espacos topologicos e f: X — Q. Seja a em X e 0 em Q.

Definicao C.3. A funcio f tem limite ® em a, denotado por lim,_,, f(x) = o,
se para toda vizinhanca V a volta de o em € existe uma vizinhan¢a U a volta
de a em X tal que f~1(V) 2 U.

Ela é continua em a se lim,_,, f(x) = f(a).

Ela é continua se é continua em todos os pontos.

Observemos que a primeira condicao lim,_,, f(x) = ® nao é vazia se, e
tado-somente se, a é ponto de acumulacao.

Exemplo C.4.

1

* Todas as operacdes aritméticas + e -, — e -7~ sdo continuas.

Toda funcao linear sobre um espaco vetorial finito é continua.

Todo polinémio é continuo.

Todas as func¢des especiais como exp, log, sin, cos, tan, arctan ...

Proposicao C.5. Sejam X e Q espagos topoligicos ¢ f: X — Q. Seja a em X ¢
a = f(a) em Q. Sao equivalentes as seguintes condigaes:

(i) A4 fungdo [ ¢ continua em a.

(ii) Para toda sequéncia (x,), se x, — a, entdo f(x,) — «.
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Demonstragao: (i) = (ii): Seja O em € uma vizinhanca em torno de a. Pela
hipétese, existe uma vizinhanca B em torno de x contida em f~1O. Como
X, — x, esta vizinhanca B contém quase todos (isto é, todos exceto um niamero
finito) membros de (x,). Logo O contém quase todos os membros de (f(x,));
isto &, f(x,) = f(x) =a.

(i) = (i): Por contraposicao: Seja a em X e, para todo z € N, seja V,, uma
vizinhanga de f(a) tal que, para toda vizinhanca U de a, existe x, em X tal

que x em U e f(x) ¢ V,. Logo x, — a, mas f(x,) /~ f(a). O

Proposigao C.6. Sejam X ¢ Q espagos topoligicos e f: X — Q. Sdo equivalentes as
seguintes condigoes:

(i) A fungao f ¢ continua.
(if) A4 pré-imagem sob f de todo subconjunto aberto é aberta.
(iii) A pré-imagem sob f de todo subconjunto fechado é fechada.

Demonstragdo: Por definicdo, um conjunto G é aberto, se, e tio-somente se, para
todo g em G existe uma bola em torno de g. Por Proposicao C.5, uma funcao
f € continua se, e tao-somente se, a pré-imagem de toda vizinhanca O em Q
contém uma vizinhanca B em X a volta de x.

(i) = (ii): Se f é continua e A é um subconjunto aberto em  , entao,
para todo x em D = f_lA, existe uma vizinhanca B em X a volta de x; isto é,
D é aberto.

(i) = (i): Se O uma vizinhanca em Q, entdo 1O é aberto, em particular,
contém uma vizinhanca B em X a volta de x.

(ii) <= (iii): A pré-imagem de um complemento é o complemento da
pré-imagem. O

C.3. Compacidade

Defini¢ao. Seja K um subconjunto de X. Uma cobertura de K é uma familia de
subconjuntos abertos
% = {U, 11 € I}

de X tal que a sua unido contenha K, isto é

U%QK
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O espaco K é compacto se toda cobertura U de K tem um refinamento finito; isto
é, se contém uma subcobertura finita de K; isto é, existem Uy, ..., U, em U tal
que U;U...uU, 2 K.

O fecho S de um conjunto S em X é o menor conjunto fechado que contém
S, isto é,

S= ﬂ{ todos os conjuntos fechados F que contém S}.

O espacgo X é localmente compacto se todo ponto x tem uma vizinhanga U tal
que o seu fecho U é compacto.

Exemplo C.7.
» Todos os conjuntos finitos sdo compactos

* abola unitaria aberta B(0,1) ndo é compacto em R: a cobertura B(0,1— %)
contém nenhuma subcobertura finita.

Proposicao C.8. Seja K um subconjunto de X.
(i) Se K ¢ compacto, entdo é fechado.
(if) Se K é compacto, entdo ¢ limitado, isto ¢, contido em uma bola.
(iii) SeF ¢ fechado ¢ ¥ C K, entdo F ¢ compacto.

Demonstragdo: Ad (i): Mostremos que K = K™ por contraposicao: Seja K # K7,
isto é, exista x € K™ — K, e mostremos que K nao é compacto, isto é, existe uma
cobertura 6 de K tal que K ¢ U; U ...U U, para quaisquer Uy, ..., U, € 6.
Seja
_ 1
6={C,:neN} comC,:=X-B(x,—)
n

uma cobertura de K.

Como x € K7, por ??.(vi), toda bola em torno de x intersecta K. Em particular,
toda bola da forma B(x, %) intersecta K; equivalentemente, nenhum conjunto
C, =X - B(x, %) em 6 contém K.

Como C; € Cg C ..., a unido de toda colecao finita {C;,...,C; } de € é
contida em Cj para i = max{i,...,i,}. Logo, nenhuma cole¢ao finita de 6
cobre K.

Ad (ii): Por contraposicdo: Se K é ilimitado, isto é, contido em nenhuma
bola B(0,7) para n em N, entdo € = {B(0,z) : » € N} é uma cobertura de K
sem refinamento finito.
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Ad (iii): Seja K compacto e F em K um subconjunto fechado. Seja ‘6 uma
cobertura de F. Logo @ = 6 U {X — F} é uma cobertura de K; Como K ¢é
compacto, existe uma subcobertura finita de &; logo uma subcobertura de &
finita de F. O

Observagao C.9. Todo subconjunto compacto é fechado e limitado; porém, a
implicacdo inversa nao vale em geral, isto é, existe um espago métrico com um
subconjunto limitado e fechado que nao é compacto!

Por exemplo, seja V= R™N) o espaco vetorial das sequéncias cujas entradas
reais sdo quase todas nulas (= todas, exceto um numero finito) e a sua norma
dada por |[|(a,)| := max{|a,| : » € N}; em particular, ||-|| induz a métrica
d(a,b) = |la — b]|. Seja B = {¢, : » € N} a base candnica de V dada por ¢, = a
sequéncia cuja unica entrada nao-nula é a n-ésima com valor 1. O conjunto B
é limitada e, como d(e,,e,) =1 se (e tio-somente se) n # m, ele tem nenhum
ponto de acumulacao, logo é fechado. Porém, a cobertura de B dada pela
colecao

{B(e,,1) : n € N}

nao tem refinamento finito porque B(e,,1) N B = {¢,}.

Contudo, o Teorema de Heine-Borel abaixo mostrara que para X =R (e os
seus produtos finitos), a implica¢ao inversa vale: todo subconjunto limitado e
fechado em R (e nos seus produtos finitos) é compacto.

Formulado por conjuntos fechados ao invés de abertos, um espaco X é
compacto se, e tio-somente se, para toda familia % de subconjuntos fechados,
se todas as suas intersecdes finitas (ou equivalentes, todas as intersecdes entre
dois subconjuntos em F) sdo nao-vazias, entdo a intersecao total (| F é nao-
vazia.

Uma cole¢do € de subconjuntos de um espaco métrico X tem a Propriedade de
Intersegoes Finitas ou a PIF, se para todos Cy, ..., C, em 6 temos C1N...NC, # 0.
Por exemplo, a cole¢ao dos conjuntos X — B(0, %) para n em N tem a PIF.

Proposi¢ao C.10. Um subconjunto K em X ¢é compacto se, e tao-somente se, para
toda colegio B de subconjuntos fechados em K, se ‘6 tem a PIF, entdo (6 # 0.

Isto ¢, se a interse¢ao entre todos os conjuntos de uma cole¢do 6 de subconjuntos
fechados em K ¢é vazia, entdo jd a interse¢do entre um niimero finito de conjuntos em 6
¢ vazia.

Demonstragdo: Seja F uma colecao de subconjuntos em X tal que: Se & tem
a PIF, entdo (1% # 0; ou equivalentemente, por contraposi¢ao: Se (| F = 0,

132



entdo ha um namero finito de conjuntos em % cuja intersecdo é vazia; ou
equivalentemente, para a cole¢cao dos complementos € = {X - F : F € F}: Se
U6 = X, entdo ha um nimero finito de conjuntos em € cuja uniao é X.

Concluimos em particular que toda colecao de subconjuntos fechados em X
tem a PIF se, e tdo-somente se, X é compacto.

Todo subconjunto K em X é compacto se, e tio-somente se, é relativamente
compacto, isto é, toda cobertura de conjuntos abertos em K, isto é, de conjuntos
da forma UNK para U um subconjunto aberto em X, tem um refinamento finito.
Equivalentemente, se, e tio-somente se, toda colegao F de conjuntos fechados
em K, isto é, de conjuntos da forma K N F para F fechado em X, tem a PIF.

Se K é compacto, entdo é fechado por Proposicao C.8. Logo um conjunto é
relativamente fechado, isto é, fechado em K se, e tao-somente se, é fechado em
X. Concluimos que toda cole¢ao de subconjuntos fechados em K tem a PIF se,
e tao-somente se, K é compacto. ad

Teorema C.11 (Tychonoff). Seja {Xy : o € A} uma familia (de cardinalidade
arbitrdria) de espagos topoligicos. Se todos os Xy s@o compactos, ent@o o seu produto
X = [lyea X € compacto.

Demonstra¢ao: Usemos a caracterizagdo da compacidade pelos subconjuntos
fechados, isto é, dada uma familia  de subconjuntos fechados em X, se as
suas intersecdes finitas sdo ndo-vazias, entdo a intersecdo total () F é ndo-vazia:

Seja F uma tal familia de subconjuntos fechados em X que tem a PIF (=
Propriedade das Intersec¢des Finitas), isto €, cujas intersecdes finitas todas sao
nao-vazias. O conjunto das familias de subconjuntos (ndo necessariamente
fechados) em X que tém a PIF, ordenado por inclusao, satisfaz a condicao do
Lema de Zorn; logo existe uma familia maxima ¥* 2 %.

Observacao: Por " ser maxima, se G é um subconjunto em X tal que
GNF # 0 para todo I em ¥, entdo G em %*. Em particular, dados Fy, ..., F,
em F*, nao apenas F :=F;n...NF, # 0, mas F em F*. (Isto é, ¥ é fechada
sob intersecdes finitas.)

Para uma coordenada a € A denote po: X — X, a projecao. Como F* tem a
PIF, também a familia F; := {p«(F) : F € F*} das suas projecoes tem a PIF. Por
X ser compacto, a intersecao total I, = ﬂ{F_a : Fy € F;} dos seus fechamentos
€ nao-vazia. Seja, pelo axioma de escolha, x = (¥¢)aca € [[ea La-

Temos x em [[yea (N Fy 2 (| F*; para completar a demonstracio, precisa
de demonstrar que x ja é em cada F em %. Basta mostrar que toda vizinhanca
a volta de x contém um conjunto que é contida em %*: Pela PIF todo F em F*
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intersecta todo conjunto em %F*; em particular, toda vizinhanca de x, logo o
seu fecho F contém x. Em particular, todo I em %, sendo fechado, contém x.

Seja V 5 x aberto. Por definicao da topologia do produto, existe um nimero
finito de subconjuntos abertos Uy,,...,Uy, de Xg,,...,Xq, tais que que

U:=Uy X...xXUg, X l_[ X

AFEN] ,...,00p

contém x e é contido em V. Como U C V, basta demonstrar que U em F".
Como
-1 -1
U=, Uy N...Nps Uy,

basta, pela observa¢do acima que F* é fechada sob intersecdes finitas, de-
monstrar que p;(Uy) em F* para todo conjunto aberto Uy e a em A. Pela
observacdo acima, basta demonstrar que p;1(Uy) N F # 0 para todo F em F*.
Como x4 em I, C m e em Ug,, em particular, F ﬂp;l (Uy) # 0. O

O Teorema de Tychonoff, em geral, equivale ao Axioma da Escolha. Se os
fatores sao Hausdorff, isto é, cada sequéncia que converge tem um tnico limite,
por exemplo, espacos métricos, entdo ndo precisa dele.

C.4. Compacidade Sequencial

Um subconjunto de um espago topoldgico é denso se intersecta todo subconjunto
aberto. Um espaco topologico é separdvel se tem um subconjunto enumeravel
denso. Um espaco topolégico € sequencialmente compacto se toda sequéncia tem
uma subsequéncia convergente.

Exemplo C.12. Nem todo espaco (topol6gico) compacto é sequencialmente
compacto: Por exemplo, a bola unitaria do dual A(N)* é compacta para a
topologia fraca® pelo Teorema de Alaoglu. Porém, a sequéncia ([f — f(n)] :

n € N) tem nenhuma subsequéncia convergente.

Contudo, um espaco métrico é compacto se, e tio-somente se, é topologica-
mente compacto:

Teorema C.13. Se X ¢ um espago métrico, entdo X ¢ sequencialmente compacto se, e
tao-somente se, X ¢ compacto.

Demonstrag¢do: Mostremos a implicacio <= por contraposicao, isto é, se

r

nao é sequencialmente compacto, entao nao é compacto: Seja (x,) tal que
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nenhuma subsequéncia converge, isto é, para todo x em X existe e(x) > 0

tal que B(x,e(x)) N {x,} é finita. Se a cobertura {B(x,e(x)) : x € X} tivesse

um refinamento finito, entao (x,) seria finita, em particular, convergente; em

contradicao ao que nenhuma subsequéncia converge. Logo X nao é compacto.
Mostremos a implicagio = em trés passos:

(i)

(i)

(iii)
Ad (i):

Ad (ii):

Ad (ii):

Lema do Nimero da Cobertura de Lebesgue: Para toda cobertura {U;} existe
€ > 0 tal que, para todo x em X, existe i tal que B(x,e) € U,.

Cota Total: Para todo € > 0 existe uma cobertura finita de X por bolas
B(x,¢€).

O espaco topoldgico X é compacto.

Por contraposi¢ao: Se existe uma cobertura {U;} tal que, para todo z,
existe x, em X tal que B(x,,1/n) é contida em nenhum U;, entdo (x,) tem
nenhuma subsequéncia convergente: Se (x,) tivesse uma subsequéncia
(xn,) tal que x,, — x, entdo

* existe € > 0 e iy tal que B(x,e) C U, e

* existe N tal que x,, em B(x,€) para todo n; > N.

Logo, existe £ suficientemente grande tal que B(x,,, nlk) C B(x,e) C Uj;
em contradi¢ao a escolha de x,,!

Por contraposicdo: Se existe € > 0 tal que para todo n e a1, ..., a, em X
existe
a ¢ B(aj,e)U...UB(ay,e¢),

entdo define a sequéncia (x,) por uma escolha arbitraria de x; e a escolha
de
Xn+1 € B(x1,€) U ... UB(x,,€).

Se (x,) tivesse uma subsequéncia (x,,) tal que x,, — x, entdo existi-
ria para § > 0 um N tal que x,, em B(x,5) para todo n; > N. Logo,
d(xn,,xN) < d(xg,,%) +d(x,4n) < §+§ = €, isto &,

Xn, € B(xn,€)
para todo n; > N; em contradi¢ao a escolha de x,, para n; > N!

Seja {U;} uma cobertura de X. Seja € > 0 dado por (i) e x1, ..., x, por (ii).
Logo o refinamento dado pelos Uy, ..., U;, que contém respetivamente
X1, ..., X, cobre X. O
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Lema C.14. Toda sequéncia infinita em R tem uma subsequéncia mondtona infinita.

Demonstrag¢do: Um indice n é um pico se X, > Xpi1, Xp42, - ... Se tem uma infini-
tude de picos 71, ng, ..., entdo X, , Xy, ..., ¢ uma subsequéncia monotonamente
decrescente. Caso contrario, seja ng o ultimo pico. Isto é, para todo n > ng
existe m > n com X, > x,. Seja n1 = no+1; logo, existe ng > nj tal que x,, > x,,;
semelhantemente para ny no lugar de #n1, e assim por diante se constr6i uma
subsequéncia (x,,) monotonamente crescente. O

Lema C.15. Toda sequéncia real mondtona e limitada converge; caso crescente ao seu
supremo, caso decrescente ao seu infimo.

Demonstragao: Seja (x,) monotonamente crescente e limitada. Seja s = sup{x,}
e € > 0. Logo existe N tal que |s —xn| < €. Pela monotonia, a fortiori |s —x,| < €
para todo n > N. Isto é, x, — s.

Analogamente para uma sequéncia monotonamente decrescente. ad

Corolario C.16. Seja (x,) ¢ uma sequéncia em R. Se (x,) ¢ limitado, entdo tem
uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Por Lema C.14 e Lema C.15. O

Corolario C.17 (Teorema de Heine-Borel). Um subconjunto K de R é compacto
se, ¢ tao-somente se, ¢ limitado ¢ fechado.

Demonstra¢do: Como espago métrico R é compacto se, e tio-somente se, é
sequencialmente compacto pelo Teorema C.13.
&= : Pelo ??, toda sequéncia tem uma subsequéncia convergente. Como K é
fechado, este limite é pela ?? em K. Logo K é sequencialmente compacto.
= : Pela Proposi¢ao C.8, todo subconjunto compacto é fechado e limitado.
O
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D. O Lema de Zorn

Uma ordenagao parcial é uma relacdo < sobre um conjunto X que é
o reflexiva, isto é, x < x,
* anti-siméirica, isto é, se x < y e y < x, entdo x =y, e
* {ransitiva, isto é,se x < y e y < z, entdo x < z.

Se x < y, digamos que x é menor que y. Denote x < y que x < y e x # y. Denote
y > x que x < y, digamos que y é maior que x, e denote y > x que x < y.
Uma ordenagdo total ou cadeia é uma ordenacgdo parcial que satisfaz, além
disso, que ou x < y, ou y < x.
Um elemento xyp em X é

e minimo se nao existe x < xyp em X, e
e mdximo se nao existe x > xy em X.
Um elemento xyp em X é
* 0 menor elemento se xy < x para todo x em X, e
* o maior elemento se xy > x para todo x em X.

Se X é totalmente ordenado, entio todo elemento minimo é o menor elemento
e todo elemento maximo é o maior elemento.

Uma boa ordenag¢ao é uma ordenacao total tal que todo subconjunto nao-vazio
tem um menor elemento.

Seja Y um subconjunto de X. Um elemento x em X é

* uma cota inferior se x < y para todo y em Y, e
* uma cota superior se x > y para todo y em Y.

Se X é bem-ordenado e existe uma cota superior de Y que ndo pertence a Y,
entdo existe um supremo s de Y, uma menor cota superior entre todas as cotas
superiores de Y que nao pertencea Y,eY = {x € X : x < s}.

Um subconjunto Y é um segmento inicial (ou fechado) em um conjunto parci-
almente ordenado X, se, para todo y em Y, se x < y, entdo x em Y. Denote
X <Y que X é um segmento inicialem Y (e Y > X que X <Y),e X <Y que
X<YeX#Y(eY>XqueX<Y).
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D.1. Demonstragao

A unido de uma cadeia de conjuntos bem-ordenados é bem-ordenada:

Lema D.1. Seja X parcialmente ordenado ¢ F uma colecio de subconjuntos de X
bem-ordenados. Se para todo C ¢ D em F, ou C < D, ou C > D, entao E = (JF ¢
bem-ordenado ¢ E > C para todo C em F.

O Lema de Zorn frequentemente é formulado com uma condi¢iao mais restri-
tiva, isto é: Todo subconjunto totalmente ordenado, ao invés de apenas todo
subconjunto bem-ordenado (= subconjunto totalmente ordenado cujos subcon-
juntos nao-vazios todos tém um elemento menor), tem uma cota superior. Porém,
na pratica, esta restricao revela-se irrelevante. Demonstremos a formulagao
mais geral:

Teorema D.2 (Lema de Zorn). Dado um conjunto X ndo-vazio e parcialmente
ordenado. Se todo subconjunto bem-ordenado tem uma cota superior, entdo X tem um
elemento mdximo.

Demonstragao (segundo H. Kneser): Suponhamos o contrario, isto é, para cada
elemento x em X exista y > x. Logo, pela hipétese, para cada subconjunto
bem-ordenado C C X existe um supremo de C que ndo pertence a C, denotado
por g(C). Define um g-conjunto como um subconjunto bem-ordenado C C X tal
que todo ¢ € C é supremo de {¢' € C: ¢’ <c¢},isto é, c =g({c’ € C: ¢’ < ¢}) .

Afirmacédo: Se C e D sao g-conjuntos, entdo, ou C < D, ou C > D.

Prova: Seja W = J{B € X : B < C e B < D}. Como todos os subconjuntos B
sdo segmentos iniciais, também W é um segmento inicial; logo W < Ce W < D,
e W é o maior subconjunto com esta propriedade. Se W = C ou W = D, entado
a demonstracdo é finalizada. Suponhamos o contrario, isto ¢, W < Ce W < D,
e sejam ¢ em C e d em D os supremos de W em C respectivamente D, isto &,

{eC:<c}=W={d" eD:d <d}.
Como C e D sao g-conjuntos, ¢ = g(W) = d. Pée W := WU {g(W)}; é um

g-conjunto > W que satisfaz W < C e W’ < D: contradicdo a W ser maximo
com esta propriedade!

P6e W := | J{ todos os g-conjuntos}. A unido de uma cadeia de g-conjuntos
é um g-conjunto: Pela Afirmacdo as condi¢oes de Lema D.1 sdo satisfeitas, logo
W é bem-ordenado. Além disto, como unido de g-conjuntos, W é um g-conjunto;
é o maior g-conjunto em X. Porém, W = WU {g(W)} é um g-conjunto > W:
contradi¢ao a W ser maximo com esta propriedade! m]
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O Lema de Zorn equivale ao Axioma da Escolha. O nome faz referéncia ao
matematico Max Zorn, mas sua primeira formulacao se deve ao matematico
polonés Kazimierz Kuratowski.

D.2. Uma Aplicagao

Como aplicacdo do Lema de Zorn, provemos que todo espago vetorial V possui uma
base, um subconjunto de vetores linearmente independentes que gera V. O Lema
de Zorn fornecera um subconjunto B de vetores linearmente independentes
maximo; provemos que tal B é uma base, isto ¢, gera V:

Lema D.3. Seja V um espago vetorial e B um subconjunto de vetores linearmente
independentes em V. Se B ¢é mdximo, entdo B gera V.

Demonstragdo: Seja x € V — B naonulo. Como B é maximo, o superconjunto
proéprio de B definido por B U {x} contém vetores linearmente dependentes;
isto é, existe uma combinacao linear ojv; + - - - + a,v, + fx = 0 com alguns
coeficientes nao-nulos. Logo f # 0, caso contrario ji B teria tido vetores
linearmente independentes. Portanto, x = _T“lvl +- 4+ _T“”vn. Isto é, B gera
V. o

Teorema D.4 (Todo espaco vetorial tem uma base). Seja V um espago vetorial.
Se L ¢ um conjunto de vetores linearmente independentes em V, entdo existe um conjunto
de vetores linearmente independentes mdximo em V que contém L.

Demonstragdo: Para aplicar o Lema de Zorn, construamos um conjunto e definir
uma relacdo de ordem parcial: Como desejamos aumentar um conjunto de
vetores linearmente independentes, definamos

X ={x € P(V) : x 2 L e x consiste de vetores linearmente independentes }

e equipamos X com a ordem parcial natural dada por x < y se x C y. O
conjunto X nao € vazio, porque L € X.

Provemos que todo subconjunto totalmente ordenado de X tem uma cota
superior: Seja T C X nao-vazio e totalmente ordenado.

Poe Q = J{x € T}. Pela sua definicao, Q é uma cota superior, isto é, x € Q
para todo x € T. Para concluir, falta verificar que Q em X, isto é, L C Q e que
todos os vetores em Q sdo linearmente independentes:

Como L é um subconjunto de todo elemento de X, entdo L. € um subconjunto
de todo elemento de T. Logo, L € Q
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Verifiquemos que Q é linearmente independente: Seja ajv1+09v9+. . . a0, =0
uma combinacdo linear de elementos distintos de Q. Como Q ¢é uma unido
de conjuntos, existe para todo i =1,...,n um x; em T tal que v; € x;. Como T
é totalmente ordenado, dentre os x; existe um deles x;, que é superconjunto
de todos os outros. Logo v; € x;, para todo i = 1,...,n; portanto o101 + 0gvy +
... 0,0, = 0 é uma combinagao linear de vetores de x;,. Como x;, € um conjunto
de vetores linearmente independentes, obtemos a5, ..., a, = 0. Isto é, todos os
vetores em Q) sdo linearmente independentes.

Ora se aplica o Lema de Zorn ao conjunto X para obter um elemento maximo
B. O

D.3. Historia

Kazimierz Kuratowski provou em 1922 ' uma versao menos genérica do Lema
de Zorn (usando conjuntos parcialmente ordenados pela inclusao e fechados
relativamente a unido arbitraria de cadeias bem-ordenadas). O Lema na sua
forma atual (usando qualquer relacdo de ordem, e usando qualquer cadeia
totalmente ordenada) foi proposto independentemente por Max Zorn em 1935.
? Zorn propos esta formulagdo como um novo axioma da teoria dos conjuntos,
como um substituto do teorema da bem-ordenacao, exibiu algumas das suas
aplicacdes na algebra. Ele também prometeu mostrar a equivaléncia entre o
seu lema e o axioma da escolha em outro artigo, mas nunca o escreveu.

'Casimir Kuratowski, Une méthode d’élimination des nombres transfinis des raisonnements mathéma-
tiques, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), pp. 76-108. icm

*Max Zorn, A remark on method in transfinite algebra, Bulletin of the American Mathematical
Society 41 (1935), no. 10, pp. 667-670.
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E. Teorema de Hasse-Minkowski

Recordemos:
Defini¢do. Uma forma quadrdtica é um polindmio da forma }}; ;- , a;; X:X;.

Dizemos que um polinémio P(Xj,...,X,) com coeficientes em Q tem um
zero (ndo-trivial) (ou representa zero) sobre Q (ou Q, ou R) se existe (x1,...,x,)
diferente de 0 com P(x) = 0 cujas entradas sdo em Q (ou @, ou R).

Para demonstrar o Teorema de Hasse-Minkowski, seguimos [Ser70, Chapitre
IV] e introduzimos a Teoria das Formas Quadraticas: Ao invés de considerar
uma forma quadratica como polindémio, definiremo-la como aplica¢ao entre
espacos vetoriais. Em seguida, simplificaremos o problema de uma forma
quadratica geral a uma forma quadratica ndo-degenerada com base ortogonal.

E1. Formas Quadraticas Gerais

Seja K um corpo e V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Uma
forma quadrdtica é uma aplicagao ¢: V — K tal que

* vale g(aw) = a®q(v) paratodo a em K evem V, e
* a funcdo v,w — ¢(v+ w) — ¢(v) — ¢(w) é bilinear.

Em um corpo da caracteristica # 2, formas quadraticas e formas bilineares
simétricas correspondem um-a-um por

g [v,wv-w:i=1/2(¢(v +w) — ¢(v) — g(w))].

Chamamos um espaco vetorial sobre que uma forma quadratica é definida um
médulo quadrdtico. Se ¢’ é uma forma quadratica sobre V' e ¢” é uma forma
quadratica sobre V”, uma aplicaciao f: V' — V” é um homomorfismo (métrico)
se f é um homomorfismo entre espagos vetoriais e

¢"of =4}
entao f(v) - f(w) =v-w.

Por escolha de uma base ¢ = (¢1,...,¢,) em V, uma forma quadratica ¢
corresponde 4 matriz simétrica A = (a;;) definida por a;; = ¢; - ¢;. Se x =
X161+ -+ x,e, em V, entao

g(x) = Z i jXiXj.

i,j=1,...n
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Seja A’ a matriz de ¢ com respeito a base ¢’. Se a base ¢’ é trocada pela base
¢”, entdo a matriz A” de ¢ com respeito a ¢” é dada por

A” =XA'X'

onde X designa a matriz que transforma ¢’ em ¢” e X' a sua matriz transposta
(cujas colunas sdo as linhas de X, ou, equivalentemente, X' é a matriz obtida
por reflexdo de X ao longo da diagonal).

Ortogonalidade. A ortogonalidade permite decompor uma forma quadratica
em varias formas quadraticas sobre um espaco vetorial de dimensdes menores.

Dois vetores v e w sao ortogonais se v - w = 0. O complemento ortogonal
de um subespago vetorial U em V é definido por U := {s € V : v - u =
0 para cada u em U}. Dois subespacos vetoriais U e W sdo ortogonais se U € WY,
isto é, u - w =0 para todo z em U e w em W.

Se V¥ = 0, a forma quadratica chama-se ndo-degenerada. (Equivalentemente,
det A # 0 para uma (ou toda) matriz A que define g¢.)

Escrevemos V=V1&---&V, para subespacos vetoriais Vi, ..., V, em V se
e V=V ---®&V,,isto é, V é a soma direta de V1, ..., V,, e
* cada par de subespacos em Vjy, ..., V, é ortogonal.

Vetores isotropos. Um vetor v em V é isdéropo se v - v = 0. Um subespaco
é isétropo se todos os seus vetores sao isotropos. Quer dizer, U é isétropo se, e
somente se, U C U’, ou, se, e somente se, ¢y = 0.

Defini¢ao. Um plano hiperbolico é um espaco vetorial com uma forma quadratica
que tem uma base de vetores x e y que

* sao isotropos, e
o satisfazem x -y # 0

Apo6s multiplicacdo por 1/x - y, a matriz que define um plano hiperbolico é

dada por
01
10

Proposigao E.1. S¢ja ¢ uma forma quadrdtica. Se ela é ndo-degenerada, entdo existe
para cada vetor isétropo # O um plano hiperbolico que o contém.
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Demonstragdo: Seja V o espaco vetorial sobre que ¢ é definido e x um vetor
isétropo. Como ¢ é nao-degenerada, existe z em V tal que x - z = 1. O vetor
9 =2z—(z-2)x é isétropo e x - y = 2. O plano hiperbdlico é gerado por x e
5. o

Bases Ortogonais. Uma base ¢1,...,¢, de um mddulo quadratico (¢,V) é
ortogonal se V= Ke1& - - - &Ke,. A matriz de ¢ com respeito a esta base tem a
figura

a1

an

Isto é, para x = x161 + - - - + x,¢, em V, vale ¢(x) = ale +ot agxl.

Teorema E.2. Todo médulo quadrdtico ¢ nao-degenerado tem uma base ortogonal.

Demonstragao: Por inducao sobre o posto de V. Se todo vetor x fosse isétropo,
entdo ¢ = 0 e a forma bilinear é zero; em particular, ela é degenerada. Logo,
como ¢ é suposta nao-degenerada, existe um vetor x anisétropo. Vale V =
K - x&U onde U é o complemento ortogonal de x em V. Para aplicar a hipotese
de indugdo a U para concluir, falta verificar que o médulo quadratico U seja
nao-degenerado. Seja uy em U. Se u( fosse ortogonal a U, isto é, up - # = 0 para
todo u em U, entao

up-v=up- (Ax+u)=uy-Ax+up-u=0

para todo v = Ax + u em V; isto é, uy € ortogonal a V, isto é, V é degenerado.
Logo, como V é suposto nao-degenerado, U nao é degenerado. m]

Traslagdes. Duas formas quadraticas ¢’ e ¢” sdo isomorfas, denotado por
q¢" ~ ¢”, se os seus modulos quadraticos sdo isomorfos, isto €, se existe um
isomorfismo métrico entre eles. Por exemplo, um modulo quadratico (V,gq) é
um plano hiperbdlico se, e somente se,

g ~ XY ~X?-Y2

Em particular, ¢ tem um zero se, e somente se, existe um vetor isétropo.
Dados dois modulos quadraticos (V’,¢’) e (V”,¢”), denota

g=q +q"

a forma quadratica sobre V' @ V” que se restringe a ¢’ sobre V' e a ¢” sobre
V”. Apontamos as seguintes reformulacoes de Proposicao E.1 e Teorema E.2:
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Proposigao (E.1°). Se f tem um zero e é ndo-degenerada, entdo f ~ f' + g com [’
uma forma sobre um plano hiperbolico.

Teorema (E.2’). Se¢ja f uma forma quadrdtica nao-degenerada em n varidveis.
Existem ay, ..., ay tal que f ~ alX% +et anX%.
E.2. Normas

Seja K ou o corpo R, ou o corpo Q, para um ntimero primo p e |-| o seu valor
absoluto. Seja » em K* e K(V—=4) o corpo valorado (por Teorema 6.4) obtido
por adjuncio dos zeros de X* — b a K. Recordemos a norma N: K(V-5)* — K*
definida em Equacdo (6.1). Neste caso,

N(x + V=by) = |x* — by?|.

O que importara particularmente para nés é que a norma ¢é multiplicativa, isto

-

é:
N(z'z"”) = N(2) - N(2")

para 2’ = x"+ \/—_by’ ez’ =x"+ \/—_by” em K(\/—_b)*
Proposicao E.3. Sejam a ¢ b em K. A equagao
X?* = aY? + bZ*
tem uma solugao # (0,0,0) se, ¢ somente se, a é uma norma em K(\/Z)

Para a demonstra¢do do Teorema de Hasse-Minkowski, usaremos que se esta
equacao tem uma solug¢ao nao-trivial para os pares a’ e b e a” e b, entdo tem
uma solucdo para o par a’a” e b.

E.3. Formas Quadraticas sobre Q

Seja f = Xij-1,..@,;X;X; uma forma quadratica com coeficientes em Q.
Dizemos que

 aforma f representa zero nao-trivial se existe (x1,...,%,) # 0 com entradas
em Q tal que f(x) =0,

* aforma ]?, para um nimero primo p representa zero se existe (x1,...,x,) # 0
com entradas em Q, tal que f(x) =0, e
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» aforma f, representa zero se existe (x1,...,%,) # 0 com entradas em R tal
que f(x) =0.

Teorema E.4 (Hasse-Minkowski). 4 forma f representa zero se, e somente se,
* a forma ﬂ, representa zero para todo nimero primo p e
* a forma f representa zero.

Nota. O teorema de Hasse-Minkowski estende-se a extensées finitas de QQ, como
foi demonstrado por Hasse por métodos p-adicos (como o caso Q, que, porém,
foi demonstrado pouco antes por Minkowski pela sua teoria de géneros). Porém,
nao se estende a polinémios homogéneos de grau > 2. Por exemplo, Selmer
demonstrou que

3X° +4Y° +57°

tem um zero (diferente) sobre cada Q, e sobre R, mas nao sobre Q.

Quanto a necessidade, se f representa zero, o mesmo zero mostra que f,
para todos nimeros primos p e f, representa zero.

Para demonstrar a suficiéncia, observamos que se f é degenerada sobre Q, ou
R, entdo sobre Q (visto, por exemplo, pelo critério da nulidade da determinante
da matriz (a;;)). Por isso, podemos supor que f é ndo-degenerada e escrever
por Teorema E.2’

f~aX;+ . +Xi

Substituindo f por a1 f, podemos supor que a; = 1. Demonstramos somente
os casos de posto n =2 e n = 3; mencionamos apenas que o caso n = 4 pode
ser reduzido ao caso n = 3, e o caso n > 5 pode ser reduzido por indugao ao
caso n = 4.

(i) O cason=2:

Tem-se f = X2 - aY% Como f., representa zero, vale a > 0. Escrevemos
a= l—[pvﬁ(a)_
?

Como cada f, representa zero, segue que cada v,(a) ¢ par. Por isso, a é
quadratico (e > 0). Logo, f representa zero.
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(ii) O caso n = 3 (por Legendre):
Seja f = X2 — aY? - bZ%.

Dizemos que x em Z é livre de quadrados se nio existe y em Z tal que y*
divida x; isto €, v5(x) = 0 ou 1 para todo ntimero primo p. Por escolha
judiciosa da base, suponhamos que a e b sdo inteiros e livre de quadrados,
isto €, vy(a) e vy(b) = 0 ou 1 para todo nimero primo p. (Se um dos
coeficientes ¢, ou a, ou b, nao ¢ inteiro, isto é, tem denominador 4, entao
multiplicamos o vetor de base correspondente por d; logo o coeficiente
correspondente da forma quadratica na nova base é multiplicado por d2,
em particular inteiro. Se um dos coeficientes ¢, ou a, ou b nao € livre de
quadrados, ¢ = é%¢y onde ¢ é livre de quadrados, entio multiplicamos o
vetor de base correspondem por ¢l logo o coeficiente correspondente
da forma quadratica na nova base é dividido por ¢, isto &, livre de

quadrados.) Por escolha, suponhamos que |a| < [5].
Demonstramos a existéncia de um zero de f por inducdo sobre m = |a|+|5|.
Para inicia-la, se m = 2, entao

f=X*+Y*+7%
Como f;, representa zero, é impossivel que f = X?+Y?+Z? representa zero.
Em todos os outros casos, f representa zero (por exemplo, 10? = 6 + 8%).

Seja m > 2, isto é, |b| > 2. Escreve b = +p1 - - - p; para nimeros primos
distintos. Seja p um destes.

Afirmagao: O inteiro a é um quadrado modulo p.
Demonstra¢do: Ou a = 0 mod p, e a assercao vale, ou a € uma unidade
modulo p. Por hipétese, existem x,y,z em Q, tais que

x? —ay* — b2 = 0. (%)

Como f é um polindmio homogéneo, podemos supor que x, y,z € primitivo
(isto é, todas as entradas sdo em Z, e uma delas é em Z;, em outras
0 mod p, obtemos por (*) que

palavras, indivisivel por p). Como &

x% — ay? = 0 mod p.

Se y = 0 mod p, entdo também x = 0 mod p, logo bz? seria divisivel
por p?. Como v,(b) = 1, obteriamos z = 0 mod p. Isto contradiria a
primitividade de x,y, z.
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(iii)

(iv)

Logo y # 0 mod p, logo a é um quadrado médulo p. Como pelo Teorema
Chinés dos Restos (Teorema B.5) Z/bZ = Z/p1Z X --- X Z/ 1 Z, segui
que a é um quadrado moédulo b.

Isto é, existem inteiros ¢ e 4’ tal que
_ 42 ’ %%
a=t"+b'b. (**)

Podemos escolher ¢ tal que |¢| < [5]/2. Denote K = Q ou Q, ou R. A
equacdo (#x) diz que b’b é uma norma da extensio K(+/—a); a equagdo
(*) diz que b € uma norma da extensdo K(+y/—a). Diante de Proposi¢ao E.3
e da multiplicidade do grupo de normas, concluimos que f representa
zero em K se, e somente se,

fr=X2-aY?-b'7?
representa zero. Em particular, f’ representa zero em cada Q) e R.

Vale, pela desigualdade triangular,

t2—a
b

|6 = <16|/4+1 < ||

pois |5 > 2 pela escolha de ¢. Escreve 4’ = 5”u? com b” e u inteiros e 5"
livre de quadrados. Vale |5”| < |5].

Assim a hipétese de indugio aplica-se a forma f” = X% — aY? - §”Z? que
é equivalente a f’. Logo esta forma representa zero em Q, e 0 mesmo

vale para f.

O caso n = 4:

E reduzido ao caso n = 3.

O caso n > 5:

E provado por indugéo sobre n.

E.4. Existéncia de zeros para muitas variaveis

Teorema E.5 (de Chevalley-Warning). Seja P(Xy,...,Xy;) um polinomio sobre um
corpo finito Fy de caracteristica p > 0. Se d > deg P, entdo p divide o niimero de zeros
de P. Em particular, (o Teorema de Chevalley), se 0 é um zero de P, entdo existe outro.
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Demonstragdo: Como (com a convengio 0° = 1) para qualquer expoente i < g—1

in:O,

xelF

vale para todo polinémio P(x1,...,x;) de grau degP < d(¢ — 1)

Z P(x1,...,x,) =0. (%)

(xl,...,xn)e[F;‘

Com efeito, basta por linearidade verificar isto para todos os mondmios.
Como #F, = ¢ -1, a fungdo

y=1-PpPr1!

é a funcao caracteristica dos zeros de P, isto ¢, tem o valor 1 em cada zero e 0
além. Se d > degP, entao

degy =degP(¢g—-1) <d(g¢-1).
Logo, por Equacao (*),

x(x1,...,%,) = #{zeros de P} =0
(X1,...,%)€F

em [,. Em particular, p divide o nimero de zeros de P. m]

Lema E.6 (de Hensel para maltiplas variaveis). Seja f em Ok [X1,...,X,]. Se
existe um xo em Og X - -- X Ok tal que

f(x0) =0mod n**1 ¢ 9f/0X;(x0) £ 0 mod n**! para algum i =1,....d,

entdo existe um tinico x em Og X - - - X Ok tal que f (x) =0, ¢ vale x = xp mod nh+l,

Demonstra¢go: Suponhamos que i = 1. Considera F(X) = f(X,x02,...,%04) €
seja yo := x01. Vale F'(y9) = 9f /0X1(x0); pelo Lema de Hensel, existe um tnico
y tal que f(y) = 0 e y = yo mod nf*1. Logo x = (9,%09,...,%04) satisfaz as
condic¢des desejadas. O

Proposicao E.7. Seja p > 2.

* Seja ¥ uma forma quadrdtica regular sobre Q) de d > 2 incignitas. Se ¥ tem
forma diagonal cujos coeficientes sao unidades em Z,, entdo ¥ ¢ isétropo, isto ¢,
existe um zero ndo-trivial.
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* Toda forma quadrdtica de d > 4 incégnitas sobre Q, ¢ isétropa.
Demonstrag¢ao:

* Pelo Teorema de Chevalley, existe um zero x sobre [, para qualquer p.
Seja x1 # 0. Vale 0F/0X1(x) = 2x1 # 0 mod p (porque p > 2). Pelo Lema
de Hensel para multiplas variaveis, este zero pode ser levado a um zero
sobre Z,.

* Podemos suporque n =5equeF = alX%+- . -+a5X§ tenha forma diagonal.
Pela escolha de uma base, podemos supor que v,(a1), ..., v5(as) em {0,1}.
Logo F = F’ + pF” onde os coeficientes de I’ e F” sdo unidades e, ou
F’, ou I, tem > 2 inc6gnitas. Logo, uma delas € isétropa pela primeira
proposicao. O

A primeira parte da proposicao € errada para p = 2, porém a segunda vale
sem esta condicao.

Corolario E.8. S¢ja ¥ uma forma quadrdtica sobre Z de d > 4 incognitas (e p > 2).
Se ¥ tem um zero ndo-trivial sobre R, entao ¥ tem um zero nao-trivial sobre 7.

Demonstragao: Por Proposi¢ao E.7, existe um zero nao-trivial sobre Q, para todo
primo p. Pela hipétese, também sobre R. Pelo Teorema de Hasse-Minkowski,
existe um zero sobre Q, ou, equivalentemente, por ser um polinémio homogéneo,
sobre Z. o
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