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Introducgao

Os nameros p-adicos e a analise p-adica sio um dos aspectos mais divertidos e mais
importantes da teoria de émeros moderna. Para o teorista de niimeros, os varios valores
absolutos que podem ser postos no corpo Q dos mimeros racionais devem ser tratados em
pé de igualdade. Quando se escolhe o valor absoluto cldssico e se toma o completamento
de Q em relagio & métrica induzida, o resultado & o corpe R dos nimeros reais; quando
se faz o mesmo com um dos oubros valores absolutos possiveis, obtém-se um dos corpos p-
4dicos Q. O proposite destes “primeiros passos” é apresentar o leitor a estes dltimos corpos,
desenvolvendo suas propriedades basicas e criando alguma familiariedade com eles. Ndo se
pode esperar, num primeiro momento, que o8 nimeros p-adicos se tornem téo familiares
quanto os reais (embora esse fosse o ideall); nosso objetivo € torni-los parte do universo de

trabalho do nosso leitor.

J4 que esse é 0 nosso objetivo, o leitor ndo deveré procurar, nestas notas, muitos re-
sultados profundos ou teoremas importantes. Estes sdo mencionados em virios momentos,
mas de modo geral o leitor é enviado ks varias referéncias basicas para majores detalhes e
aplicagdes mais sérias. Também por isso, o leitor encontrard, entremeados no texto, uma
quantidade razodvel de exercicios. A maioria destes sao bastante ficeis, e procuram au-
mentar o envolvimento do leitor através do contato direto com a matematica que estamos
discutindo. O autor gostaria de incentivar cada um dos seus leitores a fazerem os exercicios
enquanto léem o texto, completando, para si préprios, a exposi¢ao. (Em alguns casos, 08
exercicios se tornam triviais se forem atacados com a ajuda de material desenvolvido em

secBes subseqiientes.)



No 1ltimo capitulo, o leitor encontrard algumas breves indicagbes de como continua a
teoria que desenvolvemos aqui, em virias diregbes. L também sdo indicadas referéncias para
estes segundos e terceiros passos no universo p-adico. Nesta introdugio queremos apenas
comentar que aprendemos muito com os livros introdutérios de Koblitz e de Cassels, que
recomendamos descle j4 aocs nossos leitores.

Estas notas foram preparadas para um curso ministrado no 17° Coléquio Brasileiro de
Matemitica, realizado no Rio de Janeiro em julho de 1989. O autor gostaria de agradecer 3

Comissio Organizadora pelo convite.

Sao Paulo, 27 de abril de 1989

Fernando (). Gouvéa

... Tt TOLEETE, TAVTE €5 dofar Oeod moicite.
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Capitulo 1

i

Um Pouco de Motivagao

A idéia de introduzir novas métricas no corpo Q dos nimeros racionais e de considerar os
completamentos correspondentes néo surgiu de um mero anseio por generalidade, mas sim de
vérias situagdes concretas de cardter algébrico ou aritmético. Como estas métricas estario
cada uma delas ligada de perto 2 um primo p, elas “codificario” muitas informagdes de inter-
esse aritmético. O objetivo deste capitulo é fornecer uma introdugio informal a estas idéias.
Desta forma, vamos proceder sem muita preocupagio com rigor ou precisao, enfatizando as

idéias envolvidas. No proximo capitulo, passaremos ao desenvolvimento formal da teoria.

1.1 A analogia de Hensel

Os niimeros p-adicos foram introduzidos por K. Hensel, aparentemente a partir de uma
analogia com o corpo de fungdes racionais C(X). A idéia é que dada uma fungdo racional

P(X)

fX) = gy

QX)
com P, Q € C[X], e dado um ponto a € C, ¢ sempre possivel expandir f numa série de
Laurent em torno de @, isto &, escrever

fIX)= 3 (X —a)7,
n>mg

pelo menos formalmente (embora a teoria das fun¢Bes meromorfas garanta a convergéncia em

alguma regifo, ndo vamo-nos preocupar com isso). Para obter a expansdo, basta desenvolver

1



2 Capitulo 1. Um Pouco de Motivagio

cada polindmio em poténcias de (X — &) e depois dividir formalmente, A série assim obtida
reflete o comportamento da fungao quando X se aproxima de e, isto é, “localmente em a”:

por exemplo:
* lemos ng 2 0 se e 56 se Q(a) # 0, isto é, se e 56 se f(X) é holomorfa em a;
* temos ng > 0 se e 36 se f(a} = 0, e neste caso a; = f'{a).

Note que nem todas as possiveis séries de Laurent em X —a aparecem deste modo, ji que
qualquer fungio meromorfa numa regido contendo & definird uma tal série. Desta forma,
0 que a expansao em série de Laurent em torne de « d4 é uma inclusio do corpo C(X)
num corpo maior, o corpo das séries de Laurent em X — o, que ¢ is vezes denotado por
C{(X — a)). e

A primeira observagio que devemos fazer é que o corpo C(X) e o corpo Q t&m muitas
propriedades semelhantes. Cada um deles é o corpo de fragdes de um dominio a .ideais
principais {num caso, C[X], no outro, Z) no qual todos os ideais primes nioc-nules sio
maximais. E isto que sugeriu a Hensel procurar uma construcio andloga para Q. A chave
é perceber que os elementos X — o sdo exatamente os primos do anel C[X]. A versio para
Q, entdo, deverd envolver os primos p € Z.

Fixe, entio, um primo p € Z. O andlogo do desenvolvimento de um polindmio em
poténcias de X — o é o desenvolvimento de um inteiro positivo n € Z em poténcias de p,

isto é, na forma

n=ng+mp+ngp’ ¥+ napf,

com 0 < n; < p— L trata-se da “expansio de n em base p”, e é um fato bastante conhecido
que ela sempre existe. Note que, como no caso de poiinémios, esta é uma expansio finital.

Agora passamos dos inteiros positivos para os racionais positivos como no caso dos
polinﬁmiqs, isto é, dividindo formalmente: dados ¢, b € Z positivos, expandimos ambos

na base p e dividimos formalmente para obter uma série. O tnico cuidado & notar que (ao

1A condigio 0 < n; < p— 1 pode parecer ndo ter analogia no caso de C[X]; a questdo é que o quociente de
C[X] pelo ideal gerado por X —a ¢ isomorfo a C, e as constantes em C[X] sdo um sisterna de representanies.
Da mesma forma, os mimeros entre 0 e p— 1 530 um sistema de representantes do quociente de Z pelo ideal

gerado por p.
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contrario do caso de C[X1), a soma de dois coeficientes da expansio pode ser maior que p, €
deve entdo ser re-escrita de acordo. O mais facil é ver um exemplo: tomemos p =3, ¢ = 24

e b=17. Entéo
a=0-'|-2><3-i-2><32:2;u+2p2

b=2+2x34+1x3"=242p+7%
o que da (lembre que p = 3!)
T=T = S =p+p+ 2 +p +5 4 ...
Para verificar que isto dé certo, lembre que p = 3 e faga a conta:
C+2+p)p+Pt+2°+p" + 05+ =
=W+ PP+ 22+ P AP AP+ 2T+ T 2 P+ 2 20
=242+ 2 P AP AR 2T+ T+ 2P 2R 20
=+ 2+ PP+ 4 2T+ 2T+ 28+ P 2 20
=%+ 2 + 25 +4p° + 2" 4 27+ 2 + PP+ 25+ 2+
=+ + 2"+ 27 + 27 + 208+ 7+ 255+ 257 .

=2 +208 + 25+ 28 + P+ 28+ 27 + ..

= 2p+ 2
de modo que os termos em p* vao desaparecendo “para a direita”.

I claro que isto é formal, mas é bastante ficil ver que sempre dd certo, e que a série
assim obtida reflete as propriedades do niimero racional ¢ = a/b “localmente em p”, isto é
as propriedades que sé envolvem o primo p. Por exemplo, se

.‘17=%= Eanp"’

nz2ng

temos que
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e ng > 0seesdsepfb isto é seesése z é pinteiro?;
® 129 > 0seesésepfbe pla.

Mais ainda, ng ¢ caracterizado pela igualdade

= p"“% com pfab;.

1
Resta ver como obter os racionais negativos. Mantende em mente que estamos trabalhando

formalmente, e com um pouco de imaginagio, achamos logo
“l1=(p-D+-p+-1"+@-1)7"+-,
ja que

T+(p-1D+E-Dp+{p—-1)r" +(p-1)p*+ - =p+(p-Lp+(p-1)7F+ -
| P+e-1p+-

i

= O_

A conclusio é que, pelo menos formalmente, tode mimero racional pode ser escrito como
uma série de Laurent em p, e que esta “expansio p-ddica” coincide com a expansio em base
p para os inteiros positivos.

E facil ver que o conjunto de todas as séries de Laurent em p forma um corpe, que contém
Q mas ¢ estritamente maior (vamos prover isto na préxima segdo). Este corpo se chama
corpe dos ndmeros p-ddicos, e é denotado por Q. E claro, entretanto, que esta versio da
sua definicdo ndo estd “au gdéut du jour”; no Capitulo 2, daremos uma definiciio formal e
rigorosa. De qualguer forma, é facil ver desde ja o que a definigio rigorosa requer: é preciso
por umsa, topologia em Q na qual tenharmos que a seqiiéncia p* tenda a zero quando n — oo,
para que as séries de poténcias em p™ tenham alguma chance de convergir, e depois definir Q,
como um completamento de Q em relagfo a essa topologia. Antes de procurar cumprir este

programa, entretanto, vamos explorar um pouco mais ¢ corpo que acabamos de construir.

*Para tornar a analogia com o caso de C(X) mais forte, seria interessante interpretar isto como alguma
forma de holomorficidade. A idéia entdo ¢ definir o “valor de = em p” como sendo = reduzido médulo p. Af,
temos que 7y > 0 'se e 56 se 2 médulo p esta definido, j& que se p|b estarfamos dividinde por zero em F,.

.
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Exercicio 1 Considere um nimero p-ddico
— 2 3
T =ap+ aptap’+agpt+---.

Qual € @ ezpansdo p-ddica de —x ¥
Exercicio 2 Mostre que Q, € um corpo.

Exercicio 8 O fato de que os inteiros negativos {ém expansdes p-ddicas infinitas € um tanto
desagraddvel em face da analogia com o caso de polinémios. Mosire que se fizermos as nossas
espansées em poténcias de —p (em vez de em poténcias de p) este problema desaparece, isto

é, que todo n € Z tem uma expansdo finita em poténcias de —p.

.

Exercicio 4 F natural, & luz de nossa experiéncia com 05 numeros reais, conjeturar que g
expansio p-ddica de um racional deve ser periddice a partir de certo ponto, e que reciproca-
mente toda ezpansdo p-ddica deste tipo representa um némero racional. Prove que € de fato

assim (sem se preocupar com questoes de convergéncia).

1.2 Resolvendo congruéncias médulo p”

A construcio de Hensel se relaciona de perto ao problema de resolver congruéncias médulo
poténcias de p. Vamos considerar alguns exemplos.

Vamos comegar com uma equacio que tenha solugdes em Q, como por exemplo
X? =25,

e vamos considera-la médulo p* para p =3 e todos os n. Como a equagio tem solugbes

X = 45 em Q, é claro que X = £5 (mod 3"} é um sistema de solugdes médulo 3™

Exercicio 5 Deizamos ao leitor o verificagdo (ficil) de que estas sdo as dnicas solugbes (a

menos de congruéncias).
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Para entender melhor estas solugdes em termos p-adicos, vamos escrever cada uma das

solugdes usando representantes entre 0 e 3* — 1, Para X =5, obtemos

X =2 (mod3)
X=5=2+3 (mod9)
X=5=243 (mod 27)
etc.
o que da a expansio p-adica da solucio:
"X =5=2+1x3.
Para X = —5, o resultado é mais interessante; os representantes sio
X=-5=1 (mod3)
X=-5=4=1+3 (mod9)
X=-5=22=14342x9 (mod27)
X=-5=76=143+2x9+2x27 (mod 81)
etc.

o que d4 a expansfic p-ddica da solugio:
X=-5=1+43+2xF 2% +2x3+...
Note ainda que os dois sistemas de solucées sio “coerentes”, no seguinte sentido:

Definigio 1 Uma segiidnein v, de inteiros satisfazendo 0 < a, < p* —1 se diz coerente se,

para todon 2 1, anyy = «, (mod ).

E claro que o fato de nossas seqiiéncias de solugdes serem coerentes é uma conseqiiéncia
imediata do fato de que elas “sio” solugdes em Q. Para nds, 0 mais importante ¢ notar que
hé uma ligacio entre sistemas coerentes de solugdes de congruéncias e a expansio p-adica

da solugéo racional correspondente.

Exercicio 6 Faga um ou dois exemplos deste tipo. Por exemplo, tome o equagio X2 = 49
e p=25. O que acontece se tomarmos a equacdo X? = 8] ¢ p = 22 Esle iltimo caso €

especialmente inferessante.
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A coisa se torna muito mais interessante se tomarmos uma equagio que ndo tem solugdes

em Q. Por exemplo, considere o sistema de congruéncias

X?=2 {mod )
paran=1,2,3,... Para n =1, as solugdes sao X =3 (mod Tjou X =4= -3 {mod 7).
Paran =2, pomos X = 3 + 7k ou X = 4 4 Tk e resolvemos: '

(34Tk)?=2 (mod 49)
9+42k=2 (mod 49)
7442k =0 (mod 49)
1+6k=0 (mod7)
k=1 (mod7)
o que dé a solugio X = 10 (mod 49). Pondo X = 4 4 Tk d4 a solugio X = 39 = —-10
{mod 49). -

Exercicio 7 Prove que este processo pode ser continuado indefinidamente, isto €, que dada
uma solugio e, de X* = 2 (mod 7*), esiste wma ¢ uma $6 solugo a,y, de 2° = 2
(mod T**') tal que tpp = @, (mod 7). Ache os prézimos termos de cada uma das

seqiiéncias coerenies comegadas acima.

J4 que o processo pode ser continuado indefinidamente, ele nos di duas seqiiéncias coer-
entes de solugdes:

z, = (3, 10, 108, ...)

23 = {4, 39, 235, ...) = (=3, =10, —108, ...) = —z3,

que por sua vez dio duas expansdes 7-ddicas:

2 =34+1xT74+2x494---

Tp=44+5xT+4x49+---=—m.

O fato & que estes niimeros 7-adicos sao de fato solugdes da equagéo:
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Exercicio 8 Mostre que se 21 € obtide como acima, entdo 3 =2 ecm Qp. Conclua que Q,

£ estritamente maior que Q.

Exercicio 9 Verifigue que X2 =2 néo tem solugdo em Q. Note que isto scria vma maneira
{extremamente complicada) de provar que nio hd solugdes em Q, jd que qualquer solugdo

em Q € aulomaticamente uma solugcdo em Q.
Exercicio 10 Verifigue que X+ 1 = 0 tem solugido em Q,, mas nio em Q,.

Exercicio 11 Mostre que um nimero p-ddico
2 = dp + ap -t axp’ +agp® + -
€ uma solugdo de uma equagdo X° = m em Q, se ¢ 56 se
" (ep, a9 + a1p, ap + a1p + agp?, .. )

¢ uma seqiéncia coerente de solugies de X® =m (mod p").

Exercicio 12 Suponha que X* =m (mod p) tenha solucdo; mostre que se p # 2 € sempre
possivel “continuar” essa solugdo para obter uma seqiténcin coerente. Use este fato para obter
uma condigdo necessdria e suficiente para que X* = m tenha solugdo em Q, para p # 2.

Por que p =2 ¢ especial?

Exercicio 13 Mostre que para todo p, @ inclusio Q C Q, € estrita. Mostre também que Q,
nunca € aigebricamente fechado. (Pera p # 2, use as idéias acime; para p = 2, um pouco de

eriatividade deve resolver.)

1.3 Outros exemplos

A idéia de trabalhar com Q, é bastante 1til em muitos outros contextos. O objetivo desta

segio & citar dois exemplos divertidos.
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Tomemos a equagao X = 1 + 3X; vamos tentar resolvé-la por recorréncia:

dyp = 1
g = 1+3ap=1+3
ag = 1+3a1=1+3+32

14348+ +3"

an
Em R, é clarc que a seqiiéncia dos a, é divergente. Entretanto, como 0s ¢, séo racionais,

podemos pensar neles como elementos de Q. E claro, entdo, que o limite é o nimero 3-adico
14343+ 43"+,

que, pelo argumento usual, é a expanséo 3-adica de —1/2, que é a solugio da equago.

. claro que tanta sofisticagio para resolver uma equagéo linear € um pouco de exagero,
mas o fato notdvel é que um argumento que, pensado em R, envolve manipulagdes duvidosas
com séries divergentes se torna respeitdvel pensado em Q. De fato, a série geométrica acima
vai ser convergente na topologia 3-4dica que vamos introduzir no préximo capitulo, e a moral
da estéria é que ela sé parece divergente porque temos em mente a topologia errada. Uma
das razbes para trabalhar com os niimeros p-ddicos é esta possibilidade de tornar alguns
problemas mais simples.

O seguinte exemplo ¢ talvez ainda mais interessante. Considere a expansio em série de
poténcias.cléssica do logaritmo:

Xx* X3 X¢
10g(1+X)=X*-7'+—3"—“4—+---.
Queremos usar esta série para calcular o logaritmo de —1. E claro que a série resultante é
divergente em R, mas é mais ou menos ficil ver que ela converge em Q, (ha uns denomi-

nadores preocupantes, mas nio & dificil lidar com eles—veja adiante!). E claro também que

o limite tem que ser 0, porque
2log(—1) = log(1) = 0.

Logo, temos . ;
92 93 2
0=Iog(1—2)-—(2+-2-—+§+.4—.[....),
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isto €, a seqiéncia
22 9 o an
Gn=2+—2-+?+z+"'+;
tende a zero em Q,. Como “tender a zero em Q,” significa ficar muito divisivel por 2,
concluimos que para qualquer M > 0 existe um n tal que a, é divisivel por 2M . O leitor fica
desafiado a dar uma demonstragio elementar deste fato.
A relevincia deste exemplo é destacar, outra vez, uma das principais razdes para o uso
dos métodos p-adicos: como a topologia p-ddica estd ligada de perto & divisibilidade por p
ela permite obter resultados sobre divisibilidade por métodos analiticos que 580 majs simples

e mais conceituais que os métodos cldssicos.



Capitulo 2

| ]F‘undémentos

A topologia p-ddica em Q ¢ definida a partir de um valor absoluto. Neste capitulo, vamos
desenvolver a teoria geral que inclui esta situagio, isto &, vamos tentar construir uma teoria
geral de valores absolutos em corpos. E claro que o exemplo principa.l que teremos em meunte
é o corpo Q, mas os enunciados (neste capitulo) serdo gerais, j& que essa generalidade nao

dificulta muito as coisas (e além disso ajuda o leitor que quiser se aprofundar mais depots).

2.1 Valores absolutos em um corpo

Seja k um corpo qualquer. Vamos comegar definindo o que & um valor absoluto em k e

explorando um pouco as possibilidades implicitas na definigao.

Definigio 2 Um valor absoluto em k € uma Jungdo

]A |:k—— R,
satisfazendo as seguintes condigdes:
i) jzg|=0seesdsex=0
i) lzy| = |z||y| para todos 05 %,y € k -~
i) |z + | < |zl + |yl pore todos 05z, y € k.

Um valor absoluto se diz ndo-arquimediano se satisfaz a condigdo adicional

1
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w) |z +y| < max{|z|,ly|} pare todos os z, y € k;

caso conirdrio, o valor absoluto se diz arquimediano.

Note que a condigio (iv) implica a (#42). Vamos considerar alguns exemplos.

ExeMPLOs: 1. Se tomarmos k = Q, é claro que o valor absoluto usual (que é obtido a partir
da inclusdo Q — R) é um valor absoluto em Q; é imediato verificar que ele é arquimediano.
{Tome £ = y = 1 para ver que a condigio (iv) no estd satisfeita.) Por razdes que devem
ficar claras adiante, este valor absoluto ¢ 4s vezes chamado de valor absolute infinito em Q,

e denctado pot | [ee-

2. Um exemplo pouco interessante é o valor absoluto dado por |z] = Isez £ 0e [0] = 0. E
imediato que isto define um valor absoluto nio-arquimediano em qualquer corpo, conhecido,

por razoes ¢bvias, como valer aebsoluto trivial.

3. O exemplo que nos ocupard na maior parte deste livio é o seguinte. ‘Tome k = Q, e
escolha um primo p € Z qualquer. Dado qualguer inteiro n € Z, podemos eserever n = p*r/,
com p f#’, de forma dnica. Como v fica determinado por p e n, escrevemos vp(n) = v.

Formalmente:

Definiglo 3 Dadon € Z, n # 0, definimos a valorizacdo p-ddica de n como sendo o inteiro

positive vy(n) definido pela condigio
n=p""a'  com pfn
Se.x = afbe Q, definimos a valorizagdo p-idica de = pondo
0y(2) = () — ).

Finalmente, escrevemos vy(0) = 4-o00.
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Exercicio 14 Verifigue que a definigdo da valorizagdo p-ddica de um nimero racionel dada

acima independe da representagio como quoctente de inteiros.
£ facil ver que a valorizagio p-adica de um z € Q fica determinada pela condicio

z=pw@. 2

com p [ ab.

Exercicio 15 Calcule alguns ezemplos para sentir come funciona a coisa. Por exemplo,

determine vs(400), vr(902), v2(621), v5(123/48), vs(180/3).
As propriedades basicas da fungio v, sdo ficeis de determinas:

Lema 2.1.1 Para fodos os z e y € Q, lemos

1) v(zy) = vy(z) + oY)

ii) 'Up(-'l? + y) > min{”p(z)ﬁvp(y)}:

com as convengdes Sbvias em relagdo a vy(0) = +oo.
Exercicio 16 Prove o Lema 2.1.1.

O Lema mostra que v, se comporta como o logaritmo de um valor absoluto, exceto pelo

fato que a desigualdade esta na diregao errada. Isto sugere:

Definicdo 4 Pare qualquer z € Q, definimos o valor absoluto p-adico de x por
=], = p—u,(-.-:),
com @ convengio natural no caso em que x =0, de modo que |0], = 0.

Proposicgio 2.1.2 A fungdo ||, é um valor absoluto ndo-arguimediano em Q.
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DEMONSTRAGAG: Dado o Lema 2.1.1, todas as condigbes sho imediatas. O

Vale notar que a associagio entre um valor absoluto nio-arquimediano e uma fungio com
a propriedades de v, (uma “valorizagio”) é um fato geral, e a teoria pode ser desenvolvida
tomando um ou outro objeto como primitivo. Nestas notas, fizemos a opgio pelos valores
absolutos. As propriedades especificas do valor absoluto p-adico serfo um de nossos temas

centrais no que segue. Por hora, entretanto, é preferivel manter um enfoque geral.
Exercicio 17 Verifique que |p"|, — 0 quando n — co.

- Exercicio 18 Mostre gue se escolhermos um nimero ¢ € R, ¢ > 1 qualquer, ¢ possivel
definir um valor absoluto néio-arquimediano pondo |z| = ™). Faca uma conjetura sobre

a relagdo entre este valor absoluto e | |,. Faga uma conjetura quanto & razie para a escolha

c=p.

3. Um terceiro exemplo & iitil para enfatizar o alcance da tecria, e para confirmar a intuicdo
de Hensel quanto & analogia-entre Q e corpos de fungdes racionais. Sejam k um corpo qual-
quer (por exemplo: finito), k[#] o anel dos polinémios sobre k e k(t) o corpo de fragdes de k[t].
Vamos definir vérias valorizagdes (e portanto vérios valores absolutos ndo-arquimedianos)
diferentes em k(2).

a) Para todo polinémio f € kt], f # 0, ponhamos v.(f) = — gran(f), e estendamos v

a k() como antes, pondo ve,(0) = 400 e
A -
vm(g) = Voo f) — veo(g} = grau(g) — grau(f).
E imediato verificar que vy, satisfaz as mesmas condigBes que a valorizagio p-adica:

Exercicio 19 Verifique que pare quaisquer T,y € k(1) temos veo(Ty) = vool(2) -+ veoly) €
também vo(2 + ¥) 2 Minve,(T), veo(y).

Logo, obtemos um valor absoluto nio-arquimediano pondo

[lea = ¢ =
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para todo z € k(t), onde ¢ é um niimero real qualquer satisfazendo ¢ > 1. (Veremos adiante
que mudar ¢ produz valores absolutos equivalentes; por isso, nio é necessdrio escrever algo
como | |oo,cr)

b) As outras valorizagbes em k() podem ser obtidas imitando a definigio da valorizagio
p-3dica, j& que k[¢] é um dominio a ideais principais. Basta escolher um polindmio irredutivel
p = p(t) € k[{] e imitar o que foi feito acima para obter um valor absoluto nio-arquimediano.
Vale notar, por sinal, que todos os valores absolutos que construimos para k(t) sio nio-

arquimedianos e induzem o valor absoluto trivial no corpo de constantes k.

Exercicio 20 Dado um polinémio irredutivel p € k(t], defina o valor absoluto p-ddico em

k(t), e verifigue que ele é um valor absoluto ndo-arquimediane.

Exercicio 21 Mostre que a mudanca de varidvel £ — 1/t é um automorfismo de k(1) {que
nio preserva o “anel de inteiros” kt], € claro). Verifique que a valorizacio “v..” definida
acima corresponde ao polindmio irredutivel 1/t € k1/1), de modo que todas as valorizagbes

de k(t) sGo “p-ddicas” se pensadas corretamente.

Tendo em mente este conjunto de exemplos, queremos passar a um exame mais cuidadoso

das propriedades dos valores absolutos.

2.2 Propriedades Basicas

Nesta secio, k é um corpo qualquer e | | € um valor absoluto {nfo-trivial) em k, que pode
ou nio ser arquimediano. As primeiras propriedades séo simples:
Lema221 i) ]i|=1

i) Sex €k e |z"| =1, entiio |z] = 1.

i) |—1] =1

vz‘v) Para todo z €k, | — | = |z|.

v) Se k € um corpo finito, || ¢ trivial.
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DEMONSTRAGAO: A primeira afirmagio segue de 12 = 1 e [I] € RX; o resto segue

imediatamente.0

Nosso primeiro resultado séric é uma caraterizagio dos valores absolutos nio-arquime-

dianos.

Proposigio 2.2.2 Seje A C k a imagem de Z em k (isto €, o subanel gerado por 1 € k).

Entdo | | € ndo-arquimediano se ¢ sd se Ja| <1 para todo ¢ € A.
DEMONSTRAQAG: Se || é nfo arquimediano, temos | 4+ 1| = 1 e portanto
la + 1| < max{|a|,1}.

Por induggo, Je] < 1.
Reciprocamente, suponhamos que |a| < 1 para todo @ € A. Dados , y € k quaisquer,

queremos provar que |z 4 ¥| < max{|z|, |y|}. Dividindo por Jy|, isto é equivalente a
T z
I +us max{| 1 1},

de modo que podemos supor que y = 1.

Seja m um inteiro positivo qualquer. Entio
i =1 ()4
= \k
m
<
=z|(%)

< E lzf| porque
k

J*|

(F)]=1
£ (m+ 1)max{1, |z["}.

Agora, extraindo a raiz m-ésima dos dois lados, sai
lz+1] € ¥m +1 max{l, |=]};

fazendo m — co d4 o resultado.D
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Este resultado ajuda a entender a nomenclatura: um valor absoluto € arquimediano se

tem a seguinte propriedade:
Dados z, y € k, z # 0, existe um inteiro positivo n tal que |nz| > |y|.
Dadas as propriedades dos valores absolutos, isto é equivalente a
sup{|n|: n € Z} = +oo0.
Nestes termos, a proposicao acima diz que
| | é ndo-arquimediano se e sé se sup{|n|:n € Z} = 1.
Para “fechar o circulo” deixamos ao leitor mostrar que:

Exercicio 22 Se sup{|n|: n € Z} = C < +o0, entdo | | é ndo-arquimediano, e C = 1.

2.3 Topologia
Como sempre, um valor absoluto determina uma métrica e portanto uma topologia.

Definigao 5 Seja k um corpo e | | um valor absolute em k. Definimos uma métrica em k

pondo
d(z,y) = |z —y|.

Deixamos ao leitor as verificagoes naturais:

Exercicio 23 Verifique que d(z,y) ¢ de fato uma métrica, em relagao a qual o corpo k ¢
umn corpo topoldgico (isto €, todas as operagées em k sdo continuas na toipologia induzida

pela métrica d).
A condigao de nao-arquimedianidade se traduz facilmente:

Lema 2.3.1 Se o valor absoluto | | for ndo-arquimediano e d(z,y) = |z — y|, entdo, para
quaisquer z, y, z € k,
d(z,y) < max{d(z,2),d(z,y)}.
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DEMONSTRAGAO: Claro. O

Esta desigualdade é conhecida como “desigualdade ultramétrica”; um espago métrico
que a satisfaz é as vezes chamado um “espago ultramétrico”. A topologia induzida por uma
métrica deste tipo tem, como nao poderia deixar de ser, uma série de propriedades especiais.

Vamos explorar algumas delas.

Proposicao 2.3.2 Sejam k um corpo ¢ | | um valor absoluto nao-arquimediuano em k. Se
z,y €k elz| #|y|, entdo
|z + y| = max{|z], ly[}.

DEMONSTRAGAO: “Trocando z e y se necessario, podemos supor que |z| > |y|. J4 sabemos,
entdo, que |z +y| < |z| = max{|z|, |y[}.
Por outro lado, z = (z + y) — y, donde

|z| < max{|z + yl, |y}

Como |z| > |y|, esta desigualdade s6 pode valer se max{|z+y|, |y]} = |z+y]; logo |z| < |z+y],
donde |z| = |z + y|. O

Corolédrio 2.3.3 Em um espago ultramétrico, todos os tridngulos sdo isdsceles.

Estes resultados sio um tanto surpreendentes; assim, talvez valha a pena olhar o exemplo
especifico dos valores absolutos p-idicos em Q: pomos |z| = p~*»(*) como acima. Considere

primeiro o caso de z, y € Z. Suponhamos v,(z) = n e v,(y) = m, de modo que
z=p'z'  y=p"/ LYESTS
Em termos de valores absolutos,

lzj=p™ e |yl=p™.
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Teremos |z| > |y| quando n < m; digamos que m = n + . Entao

z +y=p'a’ +p"*y = p*(a + pY).

. confir-

Agora, como p fz' temos p f (2’ + p*y'), donde v, s+ y) =ne|z+y|=p™" =
mando a proposigao.
Por outro lado, se |z| = |y|, isto é, n = m, temos
z+y=p"(c' +y)
com p fz' e p [y', mas pode bem ser que p|(z’ + y'). Neste caso, entdao, o maximo que se

pode dizer é que vy(z + y) > n = min{vy(z), vp(y)}, isto é,

|z + y| < max{|z|,|y|} = |z| = |v].

Note que em qualquer caso dois dentre |z], |y] e |z + y| sdo iguais.
A propriedade de que “todo tridngulo é isésceles” é caracteristica dos espagos ultramé-

tricos, e influencia profundamente sua topologia. Por exemplo:

Definicao 6 Sejam k um corpo munido de um valor absoluto | |, a € k e r € Ry. Definimos

as bolas “aberta” e “fechada”de centro a e raio r por
Bla,r)={z€k: |t —a| <)}
Bla,r)={z€k:|z—a|<r}.

As aspas sao explicadas pelo que acontece no caso nao-arquimediano:

Proposigao 2.3.4 Seja k um corpo munido de um valor absoluto nio-arquimediano. Entdo:
i) se b€ B(a,r), entdo B(a,r) = B(b,r);

i) se be B(a,r), entdo B(a,r) = B(b,r);

w o conjunto Bla,r) € aberte e fechado ma topologia induzida por | |;

b) ser #0, o conjunto B(a,r) ¢ aberto e fechado na topologia induzida por | |;
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v) sea, b€ k er,s € RY, temos B(a,r) N B(b,s) # 0 se ¢ s6 se Bla,r) C B(b,s) ou
B(a,r) D B(b,s);

vi) sea, b € k er,s € R, temos B(a,r) N B(b,s) # 0 se ¢ s se B(a,r) C B(b.s) ou
B(a,r) D ﬁ(bls).

DEMONSTRAGAO: i) Temos b € B{a,r) se e 56 se |b —a| < r. Agora, se |z — a| < r, temos
|z — 8] < max{|z—al,|b—a|} <,

donde B(a,r) C B(b,r). Trocando a e b, a igualdade segue.
i1) Troque < por < no argumento (i).

iz} Em qualquer espago métrico, B(a,r) é um aberto. Para ver que neste caso B(a,r) é
também um fechado, lembre que = € B(a,r) se e s6 se toda bola aberta em torno de x

intercepta B(a,r). Escolha s < r; como B(a,r) N B(z,s) # B, existe
b€ B(a,r) N B(x,s).
Mas entao |b—a| <re|b=z| < s <r, donde
|z — a|] < max{|z — &],|b—al|} < r,

de modo que z € B(a,r).

iv) Analogo a (iii).

v) Podemos supor r < s. Se existe ¢ € B(a,r)NB(b, s), temos, por (i), que B(a,r) = B(c,r)
e B(b,s) = B(c,s). Logo

B(a,r) = B(e¢,r) C B(e,s) = B(b,s),

COMO queriamos.

vi) Idéntico ao anterior, usando (iv). O
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Exercicio 24 Sob as mesmas hipdteses da proposicdo, mostre que para a € k e 1 € Ry,

r # 0, o conjunte {z € k: |z — a| = r} ¢ simultaneamente aberto e fechado.

Conjuntos que sdo simultaneamente abertos ¢ fechados sao bastante comuns na teoria
dos corpos munidos de valores absolutos nao-arquimedianos. Tanto assim que recebem um

nome especial:

Definigdo 7 Seja k um corpo munido de um valor absoluto. Dizemos que wmn conjunto
X C k ¢ fechaberto se X ¢ simultaneamente aberto e fechado na topologia induzida pelo

valor absoluto de k.

Em inglés, o termo usado é “clopen”. O fato das bolas serem fechabertas faz que as
propriedades de conexdo da topologia induzida por um valor absoluto nado-arquimediano
sejam bastante ruins: )

Proposigao 2.3.5 A topologia induzida por um valor absoluto ndo-arquimediano ¢ lotal-

mente desconeza, isto €, a componenle coneza de qualquer ponto z € k € o conjunlo unildrio

DEMONSTRAGAO: Claro, porque qualquer z tem um sistema fundamental de vizinhangas
fechabertas. O

Note, entretanto, que o conjunto {z} nio é aberto, de modo que a topologia em questio

nao é discreta.

Exercicio 25 Considere a topologia induzida pelo valor absoluto arquimediano de Q. Ez-
istem conjunios fechabertos ndo triviais nessa topologia? Ezistem conjuntos fechabertos em
RY

Exercicio 26 Consideresa topologia p-ddica em Q. Mostre que toda bola aberta é uma
. reunido disjunta de bolas abertas. Isto é verdade para qualquer corpe munido de um valor

absoluto ndo-arquimediano?
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2.4 Algebra

Até aqui, nés usamos muito pouco o lado algébrico da teoria, isto ¢, o fato de que k é um
corpo. Na realidade, a estrutura de corpo de k tem relagdes fortes com as valorizagBes de
k (e portanto com os valores absclutos néo-arquimedianos). Comegamos com a seguinte

definigao:

Definigio 8 Seja k um corpo munido de um valor absoluto ndo-arquimediano | |. O anel

de valorizacio de | | € o subanel
O=B(0,1)={zck:|z|<1}.
O ideal de valorizagio de | | € o ideal
p=B0,1)={zeck:|z|<1).
Deixamos ao leitor a verificagio de que os nomes estio certos:
Exercicio 27 Seja k um corpo munido de um valor absoluto ndo-arquimediano.

i) Mostre que O é um subanel de k, e que k ¢ o corpo de fragées de O,
it} Mosire que p € um ideal de O.

iti) Mostre que se x € O e z ¢ p, entdo © & inversivel em O, de modo que @ ¢ um anel

local com ideal mazimal p.
O 1ltimo item do exercicio sugere a seguinte definigio:

Definigio 9 Sob as mesmas condigées da definigdo precedente, o corpo residual de k € o
corpo guoctente

K= O/p.
E instrutivo olhar o caso dos valores absolutos p-adicos:

Propoesicio 2.4.1 Sek=Q ¢ || =], € o valor absoluto p-ddico, entio
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i) O=2p =1{efbecQ:p)b}
i) p = pZey = {a/b € Q:p [b e pla}

iii) k = F, € o corpo de p elementos.

DEMONSTRAGAO: Claro. O

Exercicio 28 Verifique que tanto para | |, quanto pare os outros ezemplos acima, o ideal p

¢ principal. Tente achar um ezxemplo em gue isto ndo acontece.

Exercicio 29 Seje k um corpo, e seja O C k um subanel satisfazendo

s k é 0 corpo de fragdes de O;

o O é um anel local noetheriano.

Mostre que eziste um valor abselute em & cujo anel de valorizacdo ¢ O.

Exercicio 30 Seja k um corpo, e seja | | um valor absoluto em k. A valorizagdo associade
a || € a fungdo definida por

v(z) = —log|z|.

Mostre que o ideal de valorizagdo de | | € principal se e s6 se a imagem de v € um subgrupo
discreto de R*. Mostre que se a imagem de v for um subgrupo discreto de R* entdo o anel

O ¢ um dominio a ideais principais cujos tinicos ideais primos sdo p ¢ 0.






Capitulo 3

Numeros p-adicos

Passamos agora a aplicar a teoria geral ao caso especifico do corpo dos nimeros racionais.
A extensao dos nossos resultados aos corpes de mimeros algebricos (e mesmo aos “corpos
globais™ em geral) nao seria particularmente dificil, mas preferimos optar pelo exemplo mais
concrgto possivel nesta introdugao. O leitor encontrard detalhes do caso geral nas referéncias

(veja, por exemplo, [5]).

3.1 Valores absolutos em Q

Nosso primeiro passo é mostrar que os exemplos que ja obtivemos esgotam todos os possiveis

valores absolutos em Q (a menos de equivaléncia). Vamos primeiro lembrar quais sao eles:

¢ o valor absoluto trivial
e o valor absoluto real | | = | |«

® para cada primo p, o valor absoluto p-adico | |,.

Repare que exceto pelo valor absoluto trivial, todos estes valores absolutos “sao” da
forma | |,, onde p ou é um primo ou é oco. Esta é uma das razoes pelas quais se fala no
“primo infinito” de Q. Em alguns contextos, falaremos em “os primos p < co” para indicar

este conjunto de valores absolutos'.

'E importante enfatizar que se trata de um nome, apenas: nao é muito claro o que ha de tao “infinito”
no valor absoluto real. De qualquer forma, esta nomenclatura parece estar definitivamente consagrada pelo

25
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Para podermos enunciar o teorema central desta segio, precisamos primeiro de um bom

conceito de equivaléncia de valores absolutos.

Definigdo 10 Dois valores absolutos | |; e | |, em um corpo k se dizem equivalentes se

induzem a mesnia topologia em k.
E facil caracterizar quando é que dois valores absolutos sao equivalentes:

Lema 3.1.1 Dois valores absolutos | |, e | |3 em um corpo k sio equivalentes se e sd se

eziste um nimero real a tal que | |, = | 3.

Exercicio 31 Prove o lema. Pode ser iitil notar também que | |, € | |, sdo equivalentes se
€ 30 se livermos

lzh <1 <= |z|. < 1.
Por exemplo, se tomarmos um niimero real ¢ > 1 e definirmos

fol = e,

o resultado é um valor absoluto equivalente ao valor absoluto p-idico. A escolha de ¢ = p é

conveniente porque queremos que a “férmula do produto” (veja adiante) seja vilida.

Teorema 3.1.2 (Ostrowski) Todo valor absoluto nio-trivial em Q € equivalente a um dos

valores absolutos | |,, para p primo ou p = co.

DEMONSTRAGAO: Seja | | um valor absoluto néo-trivial em Q. Vamos considerar os casos
possiveis.

a) Se | | for arquimediano, seja np o menor inteiro positivo tal que |ng| > 1. E claro que
temos

[no| = ng

para algum a € R. Para provar que este « serve, isto é, que para todo £ € Q temos

|#] = |z[%, é claro que basta provar que [n] = n* para todo inteiro positivo p.

uso, apesar de haver quem defenda (notadamente J. H. Conway) que se deveria chamnrﬁ “pnmo infinito”
de “-1” e o valor absoluto real de “—1-ddico”...
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Considere, entao, um inteiro positivo n, e escreva n “na base ny”, isto é, na forma
n =ag+ ang + agny + - -+ + apnl,
com 0 < a; <ng— 1 e ay #0. Note que k é determinado pela desigualdade nf < n < nft!

_|logn
~ llog no |’

onde |z] denota a parte inteira de z. Tomando valores absolutos, obtemos

que da

Inl = lao + aino + aang + -+ + awng| < |ao| + |ax|ng + lagin® + - - + axlng”.
Como ng € o menor inteiro tal que |ng| > 1, temos |a;| < 1, donde
In| <14n§+n3+: - +nf"
=ng”(1+ng” +ng™ + - +ng"?)

< n"“Zn"“ = n¥ n;—il.
Assim, tomando C = ng§/(n§ — 1), segue que
|n| < Cnk* < Cn®.
Aplicando este resultado ao inteiro n™, obtemos
In¥| < CnMe
(o ponto crucial é que C nao depende de n). Logo, para qualquer N > 0,

In| < ¥Cne.

Fazendo N — oo, obtemos metade do que queremos: |n| < n®.

Resta mostrar a desigualdade na direcao oposta. Para isso, voltamos a expressao
n = ag + ayng + agng + - - - + agnk.
Como nkt! > n > nf, temos

ngt D = Ing*!| = In 4 n§*' = n| < |n| + ng** — n|,
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donde

Inl 2 n§™ — [ng*! — | 2 a7 — (ng* — n)°,

pela desigualdade que nés ja provamos. Como n > nk, segue que

Il 2 nf*0" — (nh — nb)e

S Y SO 1 n)
Rg ( (1 ﬂ-u)
=3 Cfnt()k-i-l)o 5 C-!nu
onde outra vez C' = 1 — (1 — 1/ng)* é independente de n. Como antes, segue que |n| > n®,

donde |n| = n?, o que prova que | | é de fato equivalente ao valor absoluto real | |u.

b) Se | | for ndo-arquimediano, entdo |n| < 1 para todo inteiro n. Como | | nao é trivial,
existe umn menor inteiro ng tal que |ng| < 1.

Note, em primeiro lugar, que ng tem que ser um nimero primo, porque senio teriamos
ng =a-bcom |a| = |b] = 1 pela minimalidade de ny, contradizendo |no| < 1. Seja, entio,
p = no.

Tomemos agora n €.Z nao divisivel por p; vamos provar que |n| = 1. De fato, dividindo
n por p temos

n=rp+s

com 0 < s < p, donde |s| = 1 pela minimalidade e |rp| < 1 porque |r| <1 e |p| < 1. Como
| | é nao-arquimediano, segue que |n| = 1.

Finalmente, dado n € Z qualquer, escrevemos n = p*n’ com p fn’, e entdo
In| = [pl*|n'| = |p|" = ™7,

para ¢ = |p|™! > 1, o que mostra que | | é equivalente ao valor absoluto p-adico. O

Este teorema reforca a idéia de que faz sentido pensar na inclusio Q — R como “o
primo infinito” de Q, j& que, nestes termos, ele diz que todo valor absoluto em Q provém
de um primo (finito ou infinito). Em muitos contextos aritméticos é importante trabalhar
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com “todos os primos”, isto é, considerar informagoes obtidas a partir de todos os valores

absolutos. Um exemplo é o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.3 (Férmula do Produto) Dadox € Q*, temos
H lzlp =1,
pEoo

onde p < oo indica que tomamos o produto sobre todos os primos de Q, inelusive o primo

infinilo.

DEMONSTRAGAO: E claro que basta provar a {érmula para o caso em que r é um inteiro

positivo. Neste caso, escreva ¢ = p}' - p3? - - pi*. Entao
el =1 seq#n
|zlp, =p7™ parai=1,2,....k
||o = pi* - p3* - - pi*

e o resultado segue. O

Umn resultado parecido vale para extensdes finitas de Q (se tomarmos o cuidado de notar
que nesse caso hd vdrios “primos infinitos”, um para cada inclusao em R ou C). E claro
que isto sugere que um analogo do Teorema de Ostrowski também vale nesses casos, o que
é verdade (e é até mais facil de provar, porque basta estudar o problema de estender um
valor absoluto de um subcorpo para o corpo todo). A maior parte das referéncias trata o

caso geral.

3.2 Completamentos

Entre os valores absolutos em Q, o valor absoluto arquimediano se destaca porque existe

uma inclusio @ — R em um corpo satisfazendo as seguintes codigdes:
e o valor absoluto | |, se estende a R

e R é completo em relagio & métrica induzida por esse valor absoluto
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* Q édenso em R (em relagio 3 métrica induzida por | Joa)-

Resumimos essa hsta. de propriedades dizendo que R é o completamento de Q em relagio
a0 valor absoluto | |o. O propésito desta secio é reestablecer a igualdade entre os valores
absolutos, construindo um completamento para cada um dos valores absolutos p-ddicos. Os
corpes completos que obteremos s#o os corpos de nitmeros p-adicos.

A existéncia de completamentos & um fato geral da teoria dos espagos métricos; o leitor
que assim preferir pode invocar esse teorema geral, obtendo de imediato o teorema final
desta segdo. Desta forma, esta segio se dirige aos que desejam ver a construcio.

Seja | | = | |, um valor absoluto nio-arquimediano em Q. Uma seqiéncia (2, }uen se diz
uma sequéncia de Cauchy em Q (em relagio ao valor absoluto fixado) se dado & > 0 existe
N tal que

n,m>2N= |z, —z,| <e.
A nio-arquimedianidade do nosso valor absoluto permite obter desde logo uma versio mais

simples desta condi¢io (que née funciona no caso arquimediano).

Lema 3.2.1 Uma segiiéncia (z,) de nimeros racionais ¢ uma seqiténcia de Cauchy em
relecio a wm valor absoluto ndo-arquimediano | | se e 54 se
i s — 2l = 0

DEMONSTRAGAO: Pela nio-arquimedianidade, se m =n 4 r > n, temos

Iwm - mnl = ma‘x{lzn+1 - mn]: |-'3n+2 - -Tn-l-liy Ty |$n+r - zn-{-r—‘.ll]"

O resultado segue imediatamente. O

Exercicio 32 D¢ um exemplo que mostre que este lema é falso para o valor absoluto argui-

mediano.

Uma seqiténcia de Cauchy pode ou nio ter um limite; um corpo se diz completo em
relagio a um valor absoluto | | se toda seqiténcia de Cauchy (em relagéo a | [) tem um limite

em k. -
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Lema 3.2.2 O corpo Q dos nimeros racionais ndo € completo em relagdo a nenhum dos

valores absolutos p-ddicos.

DEMONSTRAGAO: Isto foi essencialmente deixado como exercicio no Capitulo 1. Para
construir uma seqiiéncia de Cauchy que nio tem limite em Q, procuramos uma seqiiéncia
coerente de solucdes médulo p" de uma equagio gue no tenha solugbes em Q. Vamos fazer ‘

o caso p 3 2 e deixar o caso p = 2 ao leitor.

Seja entio p # 2 um primo, e escolha um inteiro a € Z tal que:
e a nio é um quadrado em Q
s ¢ é um residuo quadratico médule p.

Definimos uma sequéncia de Cauchy (em relagdo a | |,) tomando:
¢ o é qualquer solugao de 23 = a (mod p);

e x, satisfaz 71 = z¢ (mod p) e z} = & (mod p?);

e em geral, x, = T,y (mod p") e 22 = & (mod p"*?).

E um exercicio facil mostrar que uma tal seqiiéncia sempre existe (a questio crucial é garantir
a existéncia de zg, € 0 Testo segue porque p # 2). ;
Agora,

|mn+1 - xﬂl = |Apn+1| S P_(,H-l) - 0,
de mode que a seqiiéncia é de Cauchy, e por cutro lado
o —a?] = |up™ [ < p~H) 0,

de modo que o limite, se existisse, seria uma raiz quadrada de a. Como a néo é quadrado

em Q, o limite n#o existe, e portanto Q nio é completo. D

Exercicio 33 Complete a demonstragio do Lema provando que Q nio € completo em

relagdo ao valor absoluto 2-ddico.
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Ja que Q nao é completo, queremos construir seu completamento. A idéia é usar o

préprio conjunto das seqiiéncias de Cauchy para construir o completamento.
Definicdio 11 Seja | | = | [, um valor ebsoluto ndo-arquimedianc em Q. Definimos
€ =C,(Q) = {(zn) : (zn) € seqiiéneia de Cauchy em relagdo a | |,.
Notamos, em primeiro lugar, que € tem uma estrutura natural de anel:
Proposigio 3.2.3 As definigdes
(wa) + (42) = (Ta + )

(2e)* (¥n) = (Tnyn)

dido a C uma estrutura de anel comutative com unidade.

DEMONSTRAGAG: Claro. O

Como duas seqiiéncias podem “ter o mesmo limite”, precisamos passar ac quociente por
uma relacio de equivaléncia que capture essa idéia. Para isso, comecamos introduzindo o

ideal das seqiiéncias que tendem a zero.
Definicéio 12 N CC € o ideal
N ={{z,): 2. — 0}
das seqiiéncias que t:endem a zero na topologie induzida por | |,.
Exercicio 34 Verifigue que N € de fato um ideal de C.

Lema 3.2.4 N ¢ um ideal mazimal de C.

DEMONSTRAGAO: Seja (x,) uma seqiigncia de Cauchy que ndo tende a zero, e seja I o ideal

gerado por {z,) e M. Queremos provar que I =C.
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Como (z,) néo tende a zero e ¢ de Cauchy, & possivel achar um ¢ > 0 e um inteiro N tais
que |z, > ¢ > 0 sempre que n 2 N. Considere, entdo, a seqiiéncia (yn) definida por yn =0

sen < Ney,=1/z, sern 2 N. Em primeiro lugar, para n > N, temos

R e et
de modo que (y.) € C. Depois,
0 sen<N
Talfn =
1 senz=N

donde se vé que
(@a)(vm) — (1) €N,

de modo que (1) € I, como queriamos demonstrar. D

Como N é maximal, o quociente é um corpo.
Definigio 13 O corpo dos nimeros p-ddicos € o corpo quociente
Qp = C/JV .

Note que as segiiéncias constantes dio uma inclusio Q — Q.. Queremos estender o

valor absoluto p-adico a Q,. O préximo lema mostra que isto pode ser feito sem dificuldade.

Lema 3.2.5 Seja (za) €C, {z,) € N. A seqiiéncio de nimeros reais |z,|, se estabiliza, isto
é, existe N tal que

n, m 2 N=>|zolp = |Zmlp-
DEMONSTRAGAO: Como (z,) ndo tende a zero (e é de Cauchy), existem ¢ e N; tais que
n> Ny == |za| 2> 0.
Por outro lado, existe Ny tal que

n, m > Ny = |2, — Tm| < €
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Logo, se N = max{Ny, N,}, temos
7, m 2 N == |z, — 5,,| < max{[z,], |zm|],

o que implica |2,| = |z,,] pela ndo-arquimedianidade (“todo tridngulo & isdsceles”). O

Como (2,) € N se e 36 se |z,| — 0, segue que faz sentido definir

Definigéio 14 Se X € Q, ¢ (x.) € qualquer representante da classe A, definimos
[A] = r}i{glxnlp'

Note que se A € Q C Q,, isto d4 o valor absoluto p-ddico original (tome a seqiiéncia
constante). Note também que, exceto no caso de A = 0, o limite é de fato estacionério, de
modo que a funcio

Ilp:Qp — Ry

tem a mesma imagem (o mesmo “conjunto de valores”) que o valor absoluto p-ddico em Q.
Vamos verificar que de fato obtivemos o que desejavamos, e também que o resultado tem
propriedades de unicidade suficientemente fortes para podermos de imediato esquecer como

foi feita a construcio.

Teorema 3.2.6 Para cada primo p € %, existe um corpo Q, munido de um valor absoluto

| lps satisfazendo:
f) eziste uma inclusio Q — Qp de modo que a restrigio de | [, a Q seja o valor absoluto
p-ddico;
i) a tmagem de Q € densa em Qg
iii) Q, € completo em relagdo & métrica induzida por | |pe

O corpo Q, satisfazendo (i); (ii) e (iii) € dnico a menos de isomorfismo dénico (isoméirico

em relagdo aos valores absolutos).
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DEMONSTRAGAO: Quase tudo ja estd feito. A construcio dd um corpo Qp, ¢ ja verificamos
que ele satisfaz (i} e (ii). A condigio (%ii) segue sem dificuldade. Para provar a umnicidade,
basta riotar que se um outro corpo K satisfaz (i), (it) e (iii), temos uma inclusio de Q C Q,
em K que é uma isometria, ¢ portanto é continua, em relagio aos valores absolutos em Q,

eem K. Estendendo por continuidade d4 o isomorfismo desejado, que é claramente dnico. O

Exercicio 35 Prove que Q, satisfaz a condigdo (iii) do leorema.

O fato de termos um resultado forte de unicidade mostra que podemos agora esquecer a

construgio de Q, e trabalhar com suas propriedades. E o que faremos a seguir.

Exercicio 36 Por que é importante que Q, seja inico a menos de isomorfismo dnico? Dé
. oo ;o . -
um ezemplo de um objeto algébrico que € tnico @ menos de isomorfismo, mas ndo a menos

de isomorfismo unico.

3.3 Propriedades basicas de Q,

O objetivo desta segfio é entender melhor o corpo Q. Comecameos lembrando a caracteri-

zagio de Q, que concluiu a secio anterior:

e hi um valor absoluto | | = | |, em Q,, € Q, é completo em relagio a métrica induzida

por ele;

e hi uma inclusio Q < Q, com imagem densa, e | |p restrito a Q via essa inclusio

coincide com o valor absoluto p-adico.

Lembramos, também, que mostramos que a imagem de Q,, sob |1, é a mesma de Q, isto

o

Lema 3.3.1 Dadoz € Q,, #0, eziste n € Z tal que [zl =p™".

Outra forma de dizer isso é dizer que a valorizagdo p-ddica v, se estende a Q.
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Definigao 15 O anel dos inteires p-ddicos €
Zy={reQ,: |z, <1}

Na linguagem do final do Capitulo 2, Z, € o anel de valorizagio de Q,. Lembre também

que Z, é um conjunto fechaberio na toplogia p-adica (porque toda hola fechada é).

Proposigo 3.3.2 O anel dos inteiros p-ddicos é um anel local cujo ideal mazimal ¢ pZ, =
{z e Qp:lz|, <1}, Além disso,
, [

2) QﬂZ,,:Z(,,): {3 S Qp,{'b} ,

i) A inclusiio Z — Z, tem imagem dense. Mais precisamente, dados z € Ty en > 1,
existe a € Z, 0 L a £ p" — 1, tal que |z — o] < p™™. O inteiro o assim escolhido €
inico,

#i) Dado x € Z,, existe uma seqiiéncia de Cauchy o, — z, do seguinte tipo:

sa, €lcoml<a, <pt -1
¢ para lodo n, o, = any (mod p™i).
A seqiiéneia (o) nestas condigdes € tinica.
DEMONSTRAGAO: Como Z, é o anel de valorizagio de Q,, a primeira afirmacio ¢ clara.
Para ver que o ideal de valorizagio é de fato gerado por p, basta ver que
1 T
e <1 = 2| < - == 5| < 1 = z € pZ,,
P r
jé que a reciproca é imediata. Quanto s outras afirmagdes, (i) é imediato. Para ver (ii),
tome v € Z, e n = 1. Como Q & denso em Q,, existe a/b € Q tal que
a
l:c——| <p "<l
b
Como entio
a
[3| < max{lel,la - 21y <1,

temos a/b € Zyy, isto é, p b Agora, como p [b, existe ¥ € Z tal que b = 1 (mod p*),
donde

|% —ab| < p;“.
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Finalinenie, existe um dnicoe € Z,0 £ < p* - 1, tal que |
[ad’ — | < p7™.

Juntando tudo, obtemos |z — @ < p~". A unicidade ¢ imediala.

Para concluir, (4ii) segue imediatamente de (i), D

Corolério 3.3.3 Q, = Z,(1/pl, isto ¢, dade © € Q,, cxiste n >0 tal que p"z € Zp. A
multiplicagdo por p € um homeomorfismo @, — Q,. Os conjuntos p*Zy, comn € Z formam

wm sistema fundamental de vizinhangas de 0 € Qp, e cobrem Q.

DEMONSTRAGAO: Tudo claro. O

Uma das coisas que este dltimo resultado diz é que a topologia de Q, estd ligada de perto i
4 sua estrutura algébrica. Por exernplo, |# —y] <pscesdsexw —yE p*Zp. Os proximos .

resultados continuam explorando esta interrelagao.
Coroldrio 3.3.4 Para qualguer n > 1, a seqiiéncia
0— "2, — By — BlpZ — 0
¢ exata com morfismos conlinuos (com & topolgia discreta em Zfp"Z). Em particular,
Zofyr 7, = Zpr -

DEMONSTRAGAO: lmediato do item (iv) da Proposicéo. O

Os conjuntos a+p"Z,, coma € Qen € Z, sio bolas em Q,, = portanto sao fechabertos.

Comeo antes, segue que
Corolério 3.3.5 Q, € um espugo topoldgico Hausdorff e totalmente desconero.

Mais interessante é o seguinte resultado:
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Coroldrio 3.3.6 Z, ¢ compacto e Q, ¢ localmente compacto.

DEMONSTRAGAO: E claro que basta provar que Z, é compacto, ji que Z, é uma vizinhanga
de 0. Corﬁo ja sabemos que Z, é completo (¢é a bola fechada unitdria em Q,, que é completo
por construgio), resta provar que Z, é totalmente limitado, isto &, que dado £ > 0§ existe
uma cobertura finita de Z, por bolas de raio . E claro que basta considerar ¢ = p™, n > 0,

e entdo o fato segue imediatamente do fato que
zP/p"‘Z,, = Z/p“Z

é um conjunto finito (e da continuidade da projegio). O

Note que a finitude de Z,/p"Z, scgue sem dificuldade da firitude de Z,/pZ, = F,. Isto

é um fato geral:

Exercicio 87 Sejam K um corpo, | | um valor absolute ndo-arquimediano em K, O C K
o anel de valorizagdo e p C O o ideal de valorizagdo. Suponha que K ¢ completo e que @ €
principal. Mostre que O é compacto se e 56 se o corpo residual Ofp € finito. Decida se as

hipoteses de completude de K e principalidade de p sdo necessdrias.

Seria desejdvel tornar mais concretos os elementos de Q,. Para isso, vamos descrever
duas representagdes candnicas de um inteiro p-ddico. A primeira tem um papel teérico
importante; a segunda, que é aniloga 3 expansio decimal em R, serd a mais ttil para
{3 ” '] F L

enxergar” os niimeros p-adicos. .
Nosso ponto de partida é o item fiv) da Proposicio acima: dado z € Z,, existe uma

seqliéncia o, -+ T com
a0, €2,0<a, <p"~1
® ayy1 = ay (mod p"),

¢ esta seqiiéncia é dinica. Reciprocamente, toda seqiiéncia deste tipo determina um elemento

de Z,, porque ¢ uma seqiiéncia de Cauchy. Vamos resumir isto numa proposigio; para
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facilitar, vamos denotar por ¢, a projecao
o By — Yz,
Note que ¢,(z) = a, (mod p*}. Escrevemos, também,
An = Z/p“Z

como anel topolégico com a topologia discretz, e denotamos por ¥y, : A — An—1 a projegio
candnica (reducio mod p™~'). O produto de todos os A,, com a topologia produto, é um

anel topoldgico compacto.
Proposigio 3.3.7 As projecées p, determinam uma inclusdo

e ] Ax
n>l

que identifice Z,, como anel topoldgico, com o subanel fechado de 1A, que consiste das

segiiéncias (a,) satisfazendo (o) = an_y pare todo n > 1.

DEMONSTRAGAC: Basta juntar os fatos que j4 demonstramos; deixamos os detalhes como

exercicio para o leitor, O

Exercicio 38 Prove a Proposigio. Note que a Proposicio dd outre construcdo, mais algé-

brica, do anel Z,,, e outra demonstragio de que Zp, € compacto.

Exercicio 39 Mostre que Z, tem a seguinte propriedade universal: se um anel A possui

homomorfismos A — A, para todo n > 1 lais que todos os tridngulos

Ay
e :
A L ¢
N
Aia

sGo comutativos, entdo eziste um dnico homomorfismo A — Z, fazendo todos os tridngulos

evidentes comutarem. Isto diz que Z, € o limite inverso dos A,.
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Vamos agora obter uma representagio candnica de todo inteiro p-idico como soma de
uma série de poténcias em p (a “expansio p-Adica”do Capitulo 1). Tomemos z € Z,. Ji

sabemos que existem a,, € Z com as seguintes propriedades:
e a, =z (modp")
¢ 0y =, (mod pt)
e (<, <p*— L.

Vamos escrever cada um dos inteiros e, “na base p’; como e, = @, (mod p*), os n

primeiros digitos coincidirdo. Assim, teremos

ao:bg Osb{}sp"‘l
oy = b+ byp 0<h<p-1
ag = by + bip + bop? 0<h<p—1

e assim por diante. Concatenando tudo, obtemos uma expressio
2=botbip+bap? A bop" -
Para ver que isso funciona, verificamos primeiro a convergéncia.
Lema 3.3.8 Dados quaisquer b; € Z, a série
x=bo+bp+bp*+ - +bpt+--
converge em Z,.

DEMONSTRAGAO: Basta verificar que a seqiiéncia das somas parciais é de Cauchy. Mas as

somas parciais sio on = by + bip + bep® + -+ - + bep™, de modo que

letn — Qtpy| = {bep”| < p7" — 0,

e o resultado segue pelo Lema 3.2.1. O
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Coroldrio 3.8.9 Todo x € Z, se escreve de forma dnica como
z=by+biptbep’ 4o+ b+
com 0 < b <p-—1.

DEMONSTRAGAO: Clare a partir da existéncia e da unicidade dos o, acima. O

Para obter um % € Q, qualquer, basta dividir um clemento de Z, por uma poténcia de

p. Assim:
Corolario 3.3.10 Todo z € Q, se escreve de forma dnica como
T = b_nﬁp_“"+"'+bn+b1p+bzp2+“'+5npn+"‘

> byt

n>-ng

com 0 < b, <p—1e—np=rvy(x).

DEMONSTRAGAO: Se x € Q, e v,(z) = —ny, entdo p™z € Z, e p™z ¢ pZ,. D

Assim, como 1o Capitulo 1, os nimeros p-adicos podem ser pensados como o conjunio
das expansbes p-ddicas. Como observamos de passagem antes, os b, devem ser tomados
em um conjunto de representanies das classes médulo p. Como Z,/pZ, = F,, a escolha de
0 € b, < p—1 é bastante natural; hd situagdes, entretanto, que requerem uma outra escolha,

os “representantes de Teichmilller” (veja adiante).

Exercicio 40 Mostre que a condigio 0 < b, < p— 1 pode ser substituida por b, € X, onde
X € um conjunto qualquer de representantes de Z,/pZy em Zy. (O importante € que o0s b,

nio precisam ser inteiros!)

As unidades p-ddicas s30 os elementos inversiveis de Z,; denotaremos esse conjunto por
ZY. E imediato que

ZX = {z€Q,: e =1}
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e que
a
Z:ﬂQ={EGQ:p,{'ab}.

As unidades p-ddicas formam um grupo, que, como veremos em breve, é bastante grande.

3.4 O Lema de Hensel

Talvez o resultado chave da teoria algégrica dos corpos completos ndo-arquimedianos seja o
teorema conhecido como “Lema de Hensel”, que (no nosso caso) d4 uma condigio para um

polindmio ter uma raiz em Z,.

Teorema 3.4.1 (Lema de Hensel) Seje #(X) = ap + &1.X + aaX® + -+- + a, X" um
polindmio com coeficientes em Z,. Suponhamos que existe um inteiro p-ddico op € Z,
satisfazendo

Flog) =0 (mod pZ,)

Fllag) #0 (mod pZ,),
onde F'(X) € a derivada formal de F(X). Entéo eriste o € Z, tal que « = o9 (mod pZ,)

e Fa)=0.

DEMONSTRAGAO: Para mostrar que o existe, construiremos uma seqiiéncia de Cauchy,
usando essencialmente o “método de Newton” para achar rafzes de polindmios. O leitor
atento reconhecerd uma idéia que vimos usando repetidamente desde o Capitulo 1.

Queremos construir uma seqiéncia ag, ¢4, ..., @, -.. satisfazendo, para todo n > 1,
i) Fla,) =0 (mod p"*!),
#) dn = oy (mod p*).

E imediato que tal seqiiéncia serd de Cauchy, e que se & for seu limite, teremos Fla) =0 e

a = ap (mod p). Assim, a existéncia dos a, j4 prova o teorema.
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A existéncia de og € a hipdtese do teorema. Para obter ey, notamos que a condigio (ii)

acima diz que
oy = oo+ byp
para algum by € Z,. Agora, pela {6rmula de Taylor formal, temos
Flen) = Flao +bip)
= Flog) + F'{ag)byp + termos em p™, n > 2
= F(oo) + F'{eo}bip  (mod p?)
Assim, queremos determinar & tal que
Flog) + Fllagdp =0 (mod p*);
como F(ay) =0 (mod p), podemos escrever Fay) = pz. Entio a equagdo fica
P+ Flaghp =0 (mod p?),
que d4 (dividindo por p)
z+ Fllag)hy =0 (mod p),
donde
by = —2(F'{x))™t (mod p),
que faz sentido, j& que por hipétese #'{ap) nio é divisivel por p (e portanto ¢ inversivel em

Z,!). Escolhendo um tal b, e pondo a1 = ap -+ byp, temos as propriedades desejadas.

Um calculo idéntico mostra que dado o, é possivel obter a,.41, 0 que prova o teorema.

E bom enfatizar que existem muitas versdes deste resultado, todas conhecidas como
“Lema de Hensel”. Um exemplo de uma versio um pouco mais geral ¢ dado no préximo

exercicio.

Exercicio 41 Mosire que o Lema de Hensel continua verdade se substituirmos a condigdo
F'{ag) 2 0 por |Flap)| < |F'(xo)l. Ezplique por que isto é mais geral que o enunciado
acima. Dé um exemplo em que este forma do Lema de Hensel € aplicdvel, mas a primeire

nao €.
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Exercicio 42 Tome p wm primo, m um inteiro ndo divisivel por p. Use o Lema de Hensel
pare determinar todas as raizes m-ésimas da unidade em Q. [ possivel usar este mctodo

L e . '3 .
para decidir se existem raizes p-ésimas em Q,?

Uma aplicagio interessante do Lema de Hensel é a determinagio dos quadrados em Q,,

que confirma a argumentagio intuitiva que fizemos no Capitulo 1,

- Lema 3.4.2 Seja p # 2 um primo, e seja b € Z¥ uma unidade p-ddica. Se existe ay tal que

af =b (mod pZ,), entdo b € um quadrado em Z).

DEMONSTRAGAO: Aplique 0 Lema de Hensel ao polindmio X2 — b, notando que p # 2 e

b € ZY garantem que 20p #0 {mod p). O

Coroldrio 3.4.3 Seja p # 2 um primo. O grupo Q; /(Q))? tem ordem quairo. Se c € 2}
¢ qualquer clemento que ndo € wm residuo quadrdtico mddulo pZ,, entdo {1,p,c,cp} € um

conjunto de representanies.

pondo 2 = p*"c, teremos ¢ € Z, e basta aplicar o lema para concluir. O

Exercicio 43 Mostre que se b € Zy, b = 1 (mod 8Z), enido b € wm gquadrado em Z,.
Conclua que o grupo QY f(QX)? ¢ de ordem 8, e € gerade por {—1,5,2). (Sugestdo: usc a

versdo mais geral do Lema de Hensel que apareceu no exercicio §1.)

3.5 O principio local-global

Uma das implicagdes do Lema de Hensel € o fato de que, dado um polinémio com coeficientes
em Z, é (em geral) bastante ficil decidir se ele tem raizes em Z,. Basta, para isso, procurar
raizes médulo p. O “mesmo” é verdade para raizes em R, exceto que a redugio médulo p

fica substituida por considera¢bes de sinal. Finalmente, é claro que se um polindémio tem
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rafzes em Q, enlio ele cerfamente tem raizes em Q, para todo p £ oo; assim, se houver um
p para o qual nio hé raizes em Q,, saberemos que ndo ha raizes em Q. Foram este tipo de
consideracdes, ¢ em particular a busca de algum tipo de reciproca desta tltima afirmagao,
que motivaram o circuto de idéias conhectdo por “principio local-global”, :

A idéia basica parece ser devida, outra vez, a Hensel, mas foi Hasse que a formulou
claramente: cada Q, d4 informagées “localmente em p”, e R d4 informagdes “localmente no
oo”; juntando todas essas informagbes, deve ser possivel obter: informacées “globais”, isto &,

em Q. Um exemplo simplério'é:
Exercicio 44 Seja = € Q. Mostre que se, para tode p, tivermos T € Z,, entdo z € Z.

A coisa fica mais interessante para as equagbes diofantinas. Tomemos, por exemplo, a

cquacio

X -vi+Z2% =0
. elaro que esta equagio tem uma solugio n&o—trivigl em Q, e portanto em Q, para todo
p < co. A pergunta natural é se algum tipo de reciproca é verdade.

O que uma reciproca significaria é que quando néo houver solugiic em Q este fato poderia
ser detetado examinando as solugdes em algum Q,. Dado o Lema de Hensel isto significaria
que a auséncia de solugles deveria ser visivel por argumentos de congruéncias (para os Q,
com p < o0) ou por argumentos de sinal (para R). Experimentalmente, isto ¢ bastante

plausivel:
i) X2 +Y? 4+ Z? = 0 néo tem solugdes ndo-triviais em R;
#) 3X? +2Y? — 2% = 0 ndo tem solugdes nio-triviais em Q, (verifique!);
ii) X2 — 3Y*? nao tem solugdes em Q; (verifique!).

Isto sugere o seguinte:

Principio Local-Global: A eristéncia ou néo de solugées em Q de uma equagdo diofantina

pode ser decidida a partir do estudo, para todo p < oo, das solugoes em Q, da equagdo.
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E claro que este enunciado € vago demais para ser um “teorema”, e o fato é que nesta
generalidade cle é provavelmente falso. Apesar disso, o principio local-global (interpretado
de modo amplo) tem servide de guia para o estudo das equagdes diofantinas durante todo
este século.

A versdo mais simples de uma forma concreta do principio seria a afirmacio de que uma
equagao tem solugdes em Q se e somente se tiver solugdes em Q,, para todo p. Infelizmente,
é perfeitamente pdssfvel que uma equagao tenha solugbes localmente para ton_io p (&s vezes
se diz “localmente em toda parte”) sem que essas solugdes locais possam ser “coladas” para

produzir unta solugdo global. Por exemplo:
Exercicio 45 Mostre que a equagio
(X?—2)(X?—17)(X? -34) =0
tem uma raiz em Q, para todo p < 0o, mas nio tem nenhuma raiz em Q.

Exercicio 46 Decida se € verdade que um polinémio com coeficientes em Z ¢ irredutivel em

Q[X] se e 56 se ele for irredutivel em Q,[X) para todo p < oo.

Exercicio 47 (Dificil) Mosire que X* — 17 = 2Y? solugées localmente em toda parte, mas

nio tem solugdes em Q.

Apesar desses contra-exemplos, existem também exemplos bem—s;’lgedidos:
Teorema 3.5.1 (Hasse-Minkowsky) Seja
F(X:, Xz, ... Xo) € Q[Xy, Xa, ... Xa)
uma forma quadrdtica (isto &, um polinémio homogéneo de grau 2). A equagdo

F(Xy, Xy ... X.) =0

lerd solugBes ndo-triviais em Q se e s6 se tiver solugées ndo-triviais em Q, para todo p < oo.
-
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‘Para uma demonstragio, e mais detalhes, veja [11]. Deve-se notar que este teorema
resolve completamente o problema de se determinar zeros néo-triviais de formas quadraticas
sobre Q, porque é facil mostrar que existe um algoritmo (simples) para decidir se existem
sé_lugées locais.

Meésmo em casos em que esta forma forte do principio local-global é falsa, aidéia bésica de
que'juntan;io dados locals “em toda parte” se obtém dados globais continua muito util. Um
exemplo é a Conjetura de Birch e Swinnerton-Dyer sobre curvas elipticas, que diz, sob esta
Stica, que a “quantidade” de solugdes globais pode ser determinada a partir de informagodes
locais. Assim, o principio local-global permanece uma das motivagdes mais fortes para o

estudo dos corpos p-adicos.






Capitulo 4

Andlise Elementar em Qp

O objetivo deste capitulo é examinar que forma tomam os principios basicos da andlise em
Q,. Como Q, é um corpo munide de um valor absoluto e é completo em relagio & métrica
induzida, a analise em Q, deve ter uma forte analogia com a anélise real. Mais precisamente,
todos os resultados tedricos da andlise real que ndo envolvam arquimedianidade, ordem, ou
propriedades de conexdo devem permanecer verdadeiros sobre Q,, j& que a desigualdade
ultramétrica implica a desigualdade triangular. Além disso, vale notar que tanto Q, quanto
R sio localmente compactos, € nenhum dos dois € algebricamente fechado, o que reforca a

analogia. Apesar disso, hé diferengas importantes vindas da nio-arquimedianidade.

4.1 Seqiiéncias e séries

Nés j4 notamos, ao construir Q,, que o critério de Cauchy para a convergéncia de seqiiéncias
toma uma forma mais simples para valores absolutos nio-arquimedianos. Vamos repetir o

enunciado aqui:

Lema 4.1.1 Seja (e,) uma segiéncia em Qp. A seqiéncia (@) € de Cauchy (e portanio
convergente) se e 56 58

Ji_%l;lo |an+1 - G.nl = 0.

DEMONSTRAGAOC: F o Lema 3.2.1, cuja demonstragdo visivelmente sé depende da nao-

arquimedianidade do valor absolute. O

49
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Segue um critério -simples para a convergéncia de séries (que j4 vimos implicitamente

acima):
faa]

Corolario 4.1.2 Uma série E a, em Q, converge se e 56 se a, — 0, e neste caso
n=0

o0
2 an

n=0

< max |an).

DEMONSTRAGAO: A convergéncia é clara, j4& que a, é a diferenca de duas somas parciais su-
cessivas. A estimativa para o valor absoluto segue imediatamente da nio-arquimedianidade

(ou usando o fato de que o valor absoluto de uma segiiéncia se estabiliza). O

Assim, € muito mais facil decidir a convergéncia ou ndo de uma série em Q, do que em
R. Isto é, até certo ponto, sempre assim: a teoria de séries sobre corpos completos nio-
arquimedianos ¢ bastante simples. Um ouiro exemplo disto é o problema de reordenagio de

séries, que tratamos na préxima proposicio.

Proposicao 4.1.3 Sejam b;; € Q,, ¢ suponha que dado & > 0 ezista N = N{e) tal que
max(i, j) 2 N = |b;| < e.

Entdo ambas as séries

(5 s

3 1

convergem, e tém a mesma somd.

DEMONSTRAGAO: E imediato que as somas internas
b e Yoby
7 i

convergem (no primeiro caso, para todo i, no segundo, para todo ;). Além disso, se i > N,
temos

2 bl < max [bi;] < €
7

el
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anzlogamente, se j 2 N, temos
< £,

e

Em particular, ambas as somas duplas convergem. Finalmente,

F=N11 i=N+1 \j=0
donde as somas s3o iguais. O

>

=0

<&,

Exercicio 48 Prove que sea =3 an, b=32bs €
"
Ch = Eﬂibnmi:
i=0

entio Y e, ¢ convergente e tem soma ab.

4.2 Séries de poténcias

Da mesma forma que em analise real, as séries de poténcias so uma maneira comoda de se

51

definir as fungBes elementares. Como se esperaria, a teoria p-ddica é andloga & teoria real,

mas mais simples em varios pontos.

Consideremos uma série de poténcias

FX) = 3 anx™.

n=0

Para cada z € Q,, j4 sabemos que f(«) converge se e 6 se |anz™} — 0. Como no caso

cléssico, o dominio de convergéncia é um disco:

o
Proposigio 4.2.1 Seja f(X) = Y an X", e definamos

n=0
o= 1 .
limsup lan|’
de modo que 0 < p < co.

i) Se p =10, f(z) converge apenas pera T = 0.
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i) Se p =00, f(z) converge para todo x € Q,.
iii) Se ) < p < o0 e |ay|p” — 0 quando n — oo, enlio f{z) converge se e s6 se |z < p.
i) 8¢ 0 < p < 00 € |ay|p” ndo tende a zero, entdo f(z) converge se o 56 se |z] < p.
DEMONSTRAGAOC: A regiio de convergéncia é
{z € Q, : |a.z"| — 0}.

O resultado entdo segue imediatamente. O

Como no caso arquimediano, p é chamado o raio de convergéncia da série. Note que, ao
contrario da situagio clissica, os pontos do “bordo” da regido de convergéneia tém todos o

mesmo comportamento.

Lema 4.2.2 Seja f(X) = 3 a. X" umae série de poténcias com coeficientes em Q,, e seja

D C Q, sua regiGo de convergéncie. A funcdo
f:D—=Q,
definida por ¢ — f(z) € continia em D.

DEMONSTRAGAO: Idéntico ao caso arquimedianc. O

Como no caso cldssico, é possivel mudar o centro da expansio em série, isto é, considerar
séries “em torno de &”, onde a é um ponto qualquer da regido de convergéncia. Surpreen-

dentemente, no nosso caso isto nio traz novidade:

Proposigio 4.2.3 Seja f(X) = T a. X" uma série de poténcias com coeficientes em Q¢
seja o € Q, um ponto tal que f(a) converge. Para cada m > 0, defina
k21
b, = Z ( )ana"_m
n>m m '

e considere a série de poténcias
g(X) =3 b X™

m=0
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i} A série que define b,,., conwverge para todo m.

ii) As séries de poténcias f(X) e g(X) tém a mesma regido de convergéncia, isto ¢, N

converge se ¢ s6 se g(A) converge.
iti) Para todo A na regido de convergéncia, temos g(X) = fla+ A).

DEMONSTRAGAO: A afirmagiio (i) é clara, j4 que & pertence a regido de convergéncia de

f(z), de modo que

n
(m) ana“‘"‘| < |a & ™| = ™™ - lana® — 0.

Para ver (#) e (#ii), note que se A pertence a regidio de convergéncia de f(X), entdo o + A

também pertence, donde

flat 3) = Soaleck AP -2 )ana“_"‘)\’“,

n men

e basta aplicar 2 Proposicio 4.1.3 para ver que g(\) converge e é igual a fa + A). Tro-
cando os papéis de g e f, segue que as regides de convergéncia sio de fato iguals, e conclui

a demonstragao. O

Note que uma das coisas de este resultado indica é que o método cldssico de “continuagio
analitica” néo funciona no nosso contexto, ja que mudar o centro nunca altera a regiio de
convergéncia. Apesar disso, é possivel construir uma teoria de “fungdes analiticas” sobre
corpos nio-arquimedianos com propriedades andlogas as cldssicas: trata-se da “geometria
analitica rigida” de Tate, cujo desenvolvimento ¢ infelizmente muito técnico para ser discu-
tido aqui (veja por exemplo [4]).

O préximo resultado tem um papel central na teoria das funcdes definidas por séries de

poténcias.
o«

Teorema 4.2.4 (Strassman) Seja f(X) = 3" a, X" uma série de poténcias ndo-nula com
n=0

coeficientes em Q,, e suponha que tenhamos a, — 0 quando n — oo, de modo que. flz)
converge para todo z € Z,. Defina um inteiro positivo N pondo
lan| = max, o,

janl < lay]  sen >N
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Entdo a fungde [ : 4, — Q, definida por f(X) tem no mdrimo N zeros.

Note que o niimero N existe porque temos |a,| — 0 por hipdtese. Este resultado costuma
ser demonstrado através do “Teorema de Preparagio de Weierstrass p-adico”; em vez disso,
damos uma demonstragio direta (seguindo Cassels em [5]).

DEMONSTRAGAO: | Usamos inducio em N.
a) Se N = 0, temos [ag| > |aa| para todo n > 1, e queremos provar que f(z) # 0 para todo

z € Z,. De fato, se f(z) = 0, teriamos

0=f(z)=ataz+ax? .-,

donde
lao] = laiz+azz® +.-- |
n
< Tg'lxlanx I
< I’{lg lan|,

o que contradiz |ag| > [a,].

b) Para o caso geral, usamos essencialmente uma expansiio de Taylor. Suponha que

lan| = max, |a|

las] <lay| sen>N

e suponha ainda que f(o) = 0 para algum o € Z,. Escolha z € Z, qualquer. Entio

flz) = f(z)- flo) = 2 an(z"” — o)
= (z—a) ; ; apaia"17,

Pela Proposicio 4.1.3, podemos reordenar em poténcias de z, obtendo
f@)=(z-a) 3 b,
n=_0

onde

k
bj = E Bit1pkQ.
k>0
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Ot

fein]

Agora, note que

|6;] < Ikﬂgg{|aj+1+k| < Janl

fbn—i| = |an + anp1a + angze’® + <+ | = |an)

e,se j = N,
1651 < maxlajernl < max Ja;] < laxl.

Assim, g(X) satisfaz as condigdes do teorema para N—1. Por indugio, g(X) tem no maximo

N — 1 zeros em Z,, donde f{X) tem no miximo N zeros, como queriamos. O

Este resultado tem vérios coroldrios importantes. Comegamos destacando um corolério

da demonstracao:

Corolario 4.2.5 Seja f{X) = T a. X" uma série de poténcias convergente em Z,, e sejam

0y, ..., G 08 zeros de f(X) em Z,. Entdo
fX)=(X -} (X — an)g(X),
onde g{X} € uma série de poténcias convergente em Z, que ndo possui zeros em zZ,.
DEMONSTRAGAO: Claro. O
E claro que, como %, ¢ simplesmente o disco unitdrio em Q,, basta uma alteragio de

escala para estender o resultado a outros discos.

Coroldrio 4.2.6 Seja f(X) = ¥ a,X™ uma série de poténcias convergente em p™Z, pare

algum m € Z. Entdo f(X) tem um nimero finito de zeros em p™Z,.

DEMONSTRAGAO: Considere g(X) = f(p™X) = ¥ a,p™X". Por hipétese, g(z) converge

se z € Z,, e basta aplicar o Teorema a g{X) para concluir. O
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Coroldrio 4.2.7 Sejam f(X) = Y a X" e g(X) = L b X™ séries de poléncias convergenles
em algum disco p™Z,. Se existivem infinitos o € p™Z, tais que f(w) = g(a), entdo an = b,

pare todo n = 0.

DEMONSTRAGAO: Aplique o teorema a f — ¢.0

Corolario 4.2.8 :S'eja F(X) =T a,X™ uma série de poténcius convergente em algum disco
p"Z,. Se a fungio definida por f(X) for periddica, isto é, se existir w € p™Z, tol que
f(z +x) = f(z) para todo = € p™Z,, entdo f(X) é constante.

DEMONSTRAGAO: A série f(X) — f(0) se anula em nx € p™Z, para todon € Z. O

Corolério 4.2.9 Seja f(X) = 3. a, X", e suponha que f(X) € inteira, isto €, que tenha raio
de convergéneia infinito. Entdo f(X) tem no mdzimo um conjunto enumeradvel de zeros.
Além disso, se o conjunto de zeros de f(X) for infinito, entdo eles formam uma segiéncia

o, com |a,| — oo.

DEMONSTRAGAO: O miimero de zeros em cada p™Z, é finito. O

E natural (e tentador) conjeturar a partir destes resultados que deve existir uma repre-

sentagio de uma fungo inteira como um produto infinito; algo como

JX) =X []O - o7'X),

onde os o, sdo os zeros de f(X) e onde h(X) ndo tem nenhum zero. E imediato que uma
representacao deste tipo de fato existe, mas o caso dos polindmios ja mostra que ela sé serd
 interessante se passarmos ao fecho algébrico de Q,. Isto introduz uma dificuldade séria: ao
contrério do que acontece no caso de R, o fecho algébrico de Q,, néo € completo em relagho a
topologia p-ddica, de modo que é preciso um nove completamento. Assim, o analogo p-adico

de C é o completamento de um fecho algébrico de Q,, que é normalmente denotado por
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C,. O corpo C, é o contexto “natural” para a andlise p-dica mais avangada; nestas notas,

entretanto, vamos “insistir no erro” e trabalhar sempre sé com Qj.

Exercicio 49 Ache o raio de convergéncia das sequintes séries de poténcias:
i) Salx®
i) Lpr X"
i) TprXn
Exercicio 50 O que pode ser dito quanto aos zeros das fungbes definidas pelas séries de

poténcias do exercicio enterior?

4.3 Algumas Fungoes Elementares

Vamos agora usar séries de poténcias para definir fungdes p-ddicas. Comegamos, é claro,
pela exponencial e o logaritmo p-adicos. Ao contrdrio do caso arquimediano, € o logaritmo
que tem as propriedades mais simples.

Comecamos com a série cldssica:
X X
f(X)=log(l + X} = Z( 1"+1 X‘T+T+"'
(Usamos a notagio log—e nio log—para enfatizar que cstamos ronsiderando a série formal,
e ndo a fungio.) Como os coeficientes sio racionais, f(X) faz sentido como série de poténcias
sobre Q,. Vamos calcular o seu raio de convergéncia; note que no caso p-adico ter inteiros
no denominador nio é tio bom quanto em R, j4 que 1/n é grande p-adicamente quande n

for muito divisfvel por p. Por outro lado, a “maioria” dos n nio sio muito divisiveis por p.

Se f{X)= E( 1) ““g—(— temos

n=1
|an| = ll‘ = ptrinh,
n

de medo que

oan] = pfrp(n)ln =1

quando 1 — oo; logo, p = 1. Para o caso em que [z| = 1, é facil ver que o termo geral néo

tende a zero. Logo, provamos:
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n=1

o0 Xl’l
Lema 4.3.1 A série f(X) =3 (—1)"*'— converge para |z| < 1.
n

Assim, f(X) define uma fungio na bola “aberta” B(0,1) de raio 1 em trono do zero. E

natural entdo definir:

Definigdo 16 Segje B=B(1,1)={x € Z,:lz - 1| <1} =1 + pZ,. O logaritmo p-ddico ¢
a fungdo log, : B — Q, definida por

log,(z) = log(1 + (v — 1)) = i(—l)"*‘@.

n=1

Vale notar que a propriedade fundamental do logaritmo,
log(l + X} ++log(1 -+ V) =log(l + X +Y + XY),
¢ uma igualdade formal de séries de poténcias. Logo, se tomarmos z, y ‘E 1 + pZ,, teremos
log, = + log, y = log,(zy),

exatamente como na situagio clissica.

OBSERVAGAQ: Talvez seja melhor explicitar o argumento. A ignaldade formal
log(1+ X)+log(1+Y)=log((1+X)(1+Y))

significa que se escrevermos

F(X’ Y) — Z(_l)u-l-l l:w — E _ E — Ecﬂ,mXﬂYm:

n T n

entdo teremos ¢m s = 0 para cada m,n. Se agora «, 8 € pZ,, temos, pela Proposicio 4.1.3,
log,((1 4+ @)(1 + 8)) — log,(1+ o) ~ log,(1 + B) = 3 cama™f™ = 0,
donde a conclusio. Note que ¢ essencial algum reordenamento de séries.

Exercicio 51 Mostre que se p = 2, entdo —1 € B ¢ log,(~1) = 0. Compare o ezemplo da
se¢iio 3 do Capitulo 1. Obtenha uma estimativa para a tnaior poténcia de 2 que divide uma

soma parcial.
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Exercicio 52 Use o Teorema de Strassman para mostrar que se p # 2 teremos log,(z) = 0

se ¢ 56 se x =1, ¢ que se p=2 teremos log (z) =0 se e 50 se x = &1.

Exercicio 53 Seja p # 2, e considere z € Q,, tal que a? = 1. Use o logaritmo p-ddico para
mostrar que se £ € 1+pZ,, enido z = 1. Conclua que Q, ndo contém nenhuma raiz p-ésima

primitiva da unidade.
Exercicio 54 Faga o andlogo do exercicio anterior para p = 2 e raizes quartas do unidade.

Ja vimos que o logaritme p-ddico tem propriedades andlogas as do logaritmo cldssico.
Passemos agora A exponencial. Classicamente, a série

2 3

2 X" Xz X
exp(X):Z‘)?:l_pX.;.?.p?_!_...

converge para todo = € R, porque os coeficientes 1/n! tendem a zero muito rapidamente. I
claro que no nosso contexto a coisa se complica, porque n! vai ficando cada vez mais divisivel
por p quando n cresce, de modo que em Q, 1/n! — 00 quando n — co. O primeiro passo é
determinar a rapidez do crescimento desta seqiiéncia, isto €, determinar exatamente o quanto
nl é divisivel por p.
Lema 4.3.2 Pera um primo p gualquer, temos
o
n n
vp(nl) = [—J < —
.-Z; Pl p-1

onde |-| € a fungdo parie inleire.

DEMONSTRAGAO: A férmula

vy(nl) = i FJ

t
i=o LP
é cldssica e elementar; deixdmo-la como exercicio para o leitor interessado. A designaldade

segue imediatamente de |z] < z. O

Exercicio 55 Prove o formula
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Exercicio 56 Seja n um inteiro positivo e n = ag+ a1p + G2p* + -+ + agp® sua expansio

em base p. Seja s = ag+ a1 + -+ + i a soma dos digitos da espansdo. Mosire que

n—s
wy(nl) = P
Agora podemos provar
o0 X“
Lema 4.3.3 Seja g(X) =, e Entio g{x) converge se e 56 se
n=0 .
|z| < p~ V1),

DEMONSTRAGAO: Como
laa| = [1/n!] = p) < po/t-1))

temos de imediato que
p > p MY,
Logo, a série converge para |¢| < p -1,

Por outro lado, se |z| = p~ Y&~ e n = p™, temos

() = up(p™) =1+p+-- 4" =

donde (lembre que v,(z) = 1/(p—1))

", " i pr—1 1
vp(ﬂ!)—vp(})m!)_p—l p—l -

donde z™/n! nio tende a zero, ¢ o lema segue. O

OBSERVAGAO: O leitor atento terd notado que para p # 2 e z € 2, temos
lz| < YOV 4= |2| < p7l = @ € pE, = 2] < L,

de modo que para p # 2 a exponencial converge no disco aberto de raio 1 em Z,. Parece,

entdo, que todo o cuidado acima para achar o raio correto de convergéncia ¢ iniitil e pedante.
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Na realidade, vale a pena enfatizar o raio correto de convergéncia, porque 0s resultados que
estamos obtendo valem em geral, inclusive sobre o fecho algébrico de Qy, onde de fato existem
elementos com

p—ll(p;l) <zl < 1.
De qualquer forma vale notar que, em Zj, temos:
e para p # 2, g(x) = exp(z) converge para = € pZy,
e para p = 2, g(z) = exp(z) converge para = € 4Z2,
ja que —1/(2-1) = —1.
Definigio 17 Seja D = B(0,p /N = {z € Z,: |z| < p~ -1}, 4 ezponencial p-ddice

¢ a fungdo exp, : D — Qy definida por

Lol n

expy(e) = 3~

_|_
) n

Como no caso do logaritmo, a propriedade formal da exponencial se preserva: se z, y € D
temosz 4y € De
exp,(z + ¥) = expy(z) expy(y)-
Qutra propriedade formal de séries de potf“;ncias que nds gostariamos fosse preservada no

caso p-adico é a relagio

exp(log(l + X)) =1+ X.

A versio p-adica requer apenas um pouco de cuidado com as regifes de convergéncia.
Proposicio 4.3.4 Seja z € Z,, com |z} < pUr-1) Enido temos

|exp,(z} — 1 <1

log, (exp,(z)) = =.

Além disso, ainda sob e condicdo |z} < p~1r-1), temos ainda

|log, (1 + z)| < p Y1)
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e tambem

" expy(log,(1+ ) =1+az.

DEMONSTRAGAO: Vamos verificar as estimativas; as iguaidades seguem, dadas as estimati-
vas, de relagbes formais entre séries e da Proposi¢io 4.1.3, como acima.

A primeira estimativa é ficil: se |z| < p~/®~Y, temos

oG -Xn
epfa) =14 3 5
n=1 :
[+
Z| < prrllen) . punted <,
n:
donde

]expp(x) -1 <1,

como guetiamos.

Para a segunda estimativa, seja |z| < p~/®~1, Temos

:I:Tl

n

< pr 1) puplo)

de modo que queremos provar que

v,,(n) — L << —_1

p—1"p-1

isto é um exercicio fécil que deixamos ao leitor. O

Exercicio 57 Prove que para qualquer n > 1, temos

v,,(n)——n— < =1

p—17"p-1
(Sugestdo: mostre que o maior valor possivel ocorre quando n =1 ou guando n = p.)

Vale enfatizar que:

¢ s¢ |z| < I mas |z| > p~/P-1), pode bem ser que log,(1 + ) ndo pertenga ao dominio

da exponencial (ache um exemplo para p = 2); -
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e ainda pior, se |z| < 1 mas |z| > p"Y®1)| pode acontecer que
p q

[log,(1 + z)| < p~H/*~)

expy(log,(1 +z) #1 + .

O exemplo mais imediato desta dificuldade é p = 2, £ = —2, quando log,(1 + z) =

log,(—1} = 0, donde

exp,{log,(—1)) =1 # —L.

Exercicio 58 Ezplique por que este iliimo exemplo ndo coniradiz o argumento feile acima

acerca de identidades formais de séries de poténcias. O que € que ndo dd cerio neste caso?

Exercicio 59 Siga o modelo acima para definir fungbes p-ddicas endloges ao seno e eo
cosseno, e determine suas regides de convergéncia. Mostre que se p =1 (mod 4) e 2=—1
em Qp, enldo

exp,(iz) = cosy(z) -+ 5senp(a:)

pure = na regido comum de convergéncia das fungdes em quesiio.

Vamos usar estes resultados sobre o logaritmo e a exponencial p-adicos para entender
melhor a estrutura do grupe Z¥ das unidades p-ddicas. Para simplificar, vamos introduzir

um paridmetro ¢ definido da seguinte forma:
 se p é um primo impar, pomos ¢ = p;
e se p=2, pomos ¢ =4.
Dessa forma, exp,(z) estd deﬁnido se' z € qZ, e log,(z) estd definido se = € 1 + pZ,. Sejam
U={z€2;:[z-1] <1} =1+pZ, |
Uy={z€Z] :.[a: —-1]< p-li(P—l}} =1+ gZ,.

Note que temos Uy C U C Z¥, que U=, se p # 2, e que U e U; sdo subgrupos de Z.
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Proposicio 4.3.5 Sejam U e U; como acima, e seja
W= {s €2, o] <0} = 42,
bensado como grupo aditivo,
i) A funcéo log, define um homomorfismo de griupos
log, : U —— Z,

com imagem conlida no ideol de valorizagdo p = pZ,.

it) A fungdo log, define um isomorfismo de grupos
log, : Uy W,
com inversa exp,. Em particular, U, & W = Z;' € livre de torsdo.

DEMONSTRAGAO: Basta traduszir os resultados acima. O

Agora ¢é ficil descrever a estrutura de Z3:

Coroldrio 4.3.6 Para lodo p, temos que ZY =V x Uy, onde
i) V é o subgrupe de torsio de Z¥, ¢ V = (Z/qZ)*, e porianto € ciclico de ordem ¢(q);
i) Uy & Z; € um pré-p-grupo livre de torsdo.
DEMONSTRAGAO: Os resultados que ja obtivemos mostram que existe um seqliéncia exata
1 — Uy — ZX — (Z/qZ)* — 0.

E imediato que a seqiiéncia cinde se p = 2, j& que nesse caso (Z/gZ)* = {£1}. Para provar
que a seqiiéncia cinde quando p # 2, basta invocar o Lema de Hensel aplicado & equacio

X?P1 — 1. O resto segue imediatamente. 0



4.3. Algumas Fungdes Flementares 65

Em particular, este coroldrio mostra que existe uma inclusio
wiFY =V 27,

que estendemos a F, pondo w(0} = 0. A funcio w se chama cardier de Teichmiller; ela

define um carater de Dirichlet via
Z— »F, — Z,,

que é também denotado por w. Completamos a confusio denotando também por w a projegio
w:Z¥ — V. O conjunto VU {0} é um conjunto de represcntantes para as classes médulo
pZ, (os “representantes de Teichmiiller”), e portanto os clementos de V' podem ser usados

como coeficientes na expansio p-ddica; esta escolha é as vezes bastante conveniente.

Exercicio 60 Prove que se p # 2 e z € ZJ, enldo

w(a:) = 711_1_.1{.1O .

£ comum denotar o quociente x/w(z) € Uy por {z), de modo que a decomposigio em

produto de Z) se reflete, a nivel dos elementos, na equagao
z = w(z){z).

Para concluir nossa aventura pelas fungfes elementares p-4dicas, consideremos a série
binomial; classicamente,
2 (o
(1+xr =B@x) =3 (5)x
n=0

onde, é claro,

(a)= a(a—l)...(a—n-{—l).

n n!
O comportamento da série no caso p-4dico depende de a. Vamos estudar o caso a € Zy, e

deixar o outro caso (que é mais facil!) ao leitor. Comegamos notando que os coeficientes sao

inteiros p-adicos.

Lema 4.3.7 Sea € Z, e n > 0, entdo (:) € Z,.
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DEMONSTRAGAO: Para cada n, considere o polinémio

XX-1...(X-n+1)
n!

FulX) = € Q[X].

Ele define uma funcéo continua P, : Q, — Q,, e j4 sabemos que se & € Z,
Pu(a) = (“) €z
n

Como Z ¢ denso em Z,, a conclusio segue. O

Coroldrio 4.3.8 Sea € Z, ¢ |z| < 1, a série

B(a,z) = g (z) z"

converge.

DEMONSTRAGAO: Claro. O

Como nos casos anteriores, segue de uma igualdade formal de séries de poténcias que se

a=afbeZy elz| <1 temos
(B(Z,@) = (1+2)".
Logo, faz sentido escrever
B(E,m) = {1+ z)**,
ou até definir para a € Z, qualquer?
(1+z)* =B(e,z).

Deve-se tomar o cuidado, entretanto, de distinguir a funcio p-adica B{a/b,z) da sua analoga .

real, mesmo quando = € Q.

EXEMPLO: (Seguindo Koblitz) Tome p =7, @ = 1/2 e = = 7/9, de modo que z € 7Z; ¢

1+ 2 =16/9. Em R, temos
(1+2)" = %
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Em Q,, por outro lado, temos que |z| = 1/7, donde, se n > 1,
1/2

(%)
n

2
(1-{~z)1/2:1+2(11/1 )x“el+7z7.

n>l

1
< = 1,
Shl'=5<

de modo que

Mas
4 1
i1 =[sl-*
de mode que temos que ter (em Q) .
17— 7
1 IIZ:B——:—= —_ =
(A +7/9 =B =5 =13
A questio é que nma mesma série ¥ a, com ¢, € Q pode convergir tanto em R quanto em

Q,, mas ter limites diferentes.

Apesar desta dificuldade, vamos escrever (1 + £)* em vez de B{w, ), deixando que o

contexto decida em que corpo estamos trabalhando.
Exercicio 61 Mostre que o valor de B{e, r) nio depende da métrice quandoz € Qea € Z.

Exercicio 62 (Koblitz) Seja o € Q tal que 1+a € um quadrado em Q; digamos /1 + a=
afb com a e b positives e primos entre si. Seju S5 o conjunto de primos (inclusive o primo
infinito, se for o caso) tais que a séric binomial B(1/2, &} converge em Qp {para afb ou para

-~afb, € clare). Prove que:

i) Se p é um primo {mpar, entdo p € 5 sc ¢ 54 se pl(a + &) ou p|l(a —b), e que teremos

B(1/2,a) = —a/b no primeiro caso, B(1/2,a) = afb no segundo.

fi

ii) Temos 2 € § se e 6 se a e b sdo ambos imparcs; o limite ¢ afb se a = b (mod 4),

—afb se a = —b (mod 4).
iii) Temos co € S se € 56 se 0 < afb < V2, e a soma & sempre afb.

iv) Néo existe nenhum o para o qual S € vazie, e S tem um 56 elemendo se e sé se

ac{8%,3:%)
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v) Ercelo pelos o citados no item anterior, sempre ezistem p, ¢ € S lais que ¢ soma em

Q, ¢ diferente da some em Q.

Uma maneira divertida de entender a situagio é pensar em e como a variavel. Para um

n € Z; qualquer e o um inteiro, podemos considerar a fungio

flo) =,

O problema de estender esta fungio para valores p-ddicos (mais precisamente, para o maior
niimere possivel de valores p-ddicos) se chama o problema de interpolagdo p-ddice da fungio

a — n®, O que mostramos, ent&o, é que

Corolario 4.3.9 Dado n € 1+ pZ,, existe uma fungio continua f, 1 2, — Q, tal que

quando o € Z temos fo{a) = n°.

DEMONSTRAGAO: Definimos f,(a) = B(a,n — 1); a tinica coisa que falta verificar é a con-

tinuidade, que deixamos ao leitor. O

Exercicio 83 Mostre que B(a, ) € continua come fungdo de .

Exercicio 64 Suponha que tenhemos wma fungio continua g : Z, — Q, tal que gla) = n*
pare todo inteiro positivo a. Mostre que ¢ = f,,. Idem se a relecdo a interpolar valer para

inteiros negalivos.

Exercicio 65 Outra opgdo para interpolar o — n® seria definir
n® = exp,(alog,(n)).

Decida se isto funciona, e se define @ mesma fungdo f,.

A condi¢do n € 1 + pZ, é um tanto incdmoda; seria desejivel remové-la. Infelizmente,
isto é um tanto dificil. Por exemplo, se p|n teremos que |n®| fica arbitrariamente pequeno

quando a@ — o0, de modo que a dnica “extensdo” possivel seria identicamente nula. Mas
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mesmo a exlensio para todo o grupe de unidades p-ddicas é complicada, basicamente por
causa do subgrupo de torsio. (Exceto para p = 2, jd que nessc caso Zy=1 + 274, e ndo hi

exlensio a fazer.)

Scja p 5 2; vamos tentar interpolar a fungdo o — n® paran € ZX qualquer. Lembre, em

primeire lugar, que oblivemos uma decomposigio
z,; =V x Uy 2 Fy x (L +pZy),

¢ que para = € Z) escrevemos & = w(x){z} conforme essa decomposigao. Para um inteiro

qualquer e, temos

n® = w(n)*{n}".
Como w{n) é uma raiz (p — 1)-ésima da unidade, se o = o {mod p — 1) isto fica
n® = w(n)*{n)".
Agora, coma, {n) € 1+pZ,, j& sabemos interpolar a parte & — {n). Assim, a fungio p-ddica

Jaola) = w(n)*{n)®

coincide com (i.é interpola) a fungéio & ++ n® restrita aos inteiros & = g (mod p — 1).

Formalmente:
Proposigio 4.3.10 Sejamn € ZY e € {0, 1, ..., P — 1}, e seja
Ay ={a€Z:a=a; (modp—1)} CZ

" Entio
fao(@) = w(n)™(n}*

define uma fungdo fo, - Zp — Zy tol que
fap) =n% 56 0 € A,

Note que todas as fungées fag coincidem se n € 1+ pZp.
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Os leitores que acharem esta situagio um tanto insatisfatéria talvez prefiram interprets-la

da seguinte forma: as fungdes f,, definem uma fungio
Filyx Yy _1yz— 7,
dada por F(a,ap) = fy,(a). Considere, entio, a inclusdo diagenal
Z—>7Z,x Z/(p — 1)z
Se a € Z, sua imagem pela inclusio é (e, ap) onde oy = a (mod p — 1), de modo que a
restricdo de F A imagem de Z é

a — Fla,ap) = fo{a) = w(n)® (n)* = no.

Assim, F d4 uma interpolagio da fungio « — n®, desde que pensemos em Z como contido
num conjunto maior que Z,.
Problemas de interpolagdo deste tipo sdo extremamente importantes nas aplicagdes da

andlise p-adica a aritmética. Alguns exemplos serio esbogados no préximo capitulo.

Exercicio 66 Prove que 27! =1 (mod p?) se e 56 se p divide o numerador de

’E (=

j=1 J

Exercicio 67 Prove gue pare todo inteiro positive k,
V o0
S afpteq.
n=0
Exercicio 68 Mostre que a regido de convergéncia da série g(X) = T na, X" estd contida
na regido de convergéncia da série f(X) = Ta,X". Mostre que se definirmos a derivada
de uma fungdo em Q, de modo andlogo ¢ definigio sobre R, entdo g(z) = f(z) para todo z

na regido de convergéncia de f.

Exercicio 69 Dé um ezemplo de uma fungdo f: Q, — Q; tal que, pare todo a € Q,

i LB =@ _ o

T=tl AT

mas que ngo € localmente constante.



Capitulo 5
Envoi

Os primeiros passos estio dados. Nio é nossa intengdo ir mais fundo na teoria nestas notas.
Queremos, entretanto, indicar ac leitor as possibilidades que lhe estio agora abertas dando
alguma indicagio dos rumos para onde vai a teoria a partir deste ponto.: Este capitulo, entdo,
contém apenas descrigbes informais, com referéncias, de algumas questdes importantes que

envolvem os nilmeros p-adicos.

5.1 Extensoes de Q,

A principal parte da teoria que foi completamente ignorada nestas notas ¢ a passagem de Q,
para suas extensdes finitas, e, paralelamente, a passagem da consideragio de valores absolutos
em Q para valores absolutos em extensdes finitas de Q. Esta passagem nao envolve nenhuma
dificuldade essencial, exceto pelo fato de que os primos de Q tém que ser substituidos pelos
primos de uma extensdo finita, o gue nos forca a estudar os problemas de decomposigao de
primos em extensdes finitas. Este estudo se chama “teoria dos niimeros algébricos”; de fato,
boa parte dessa teoria pode ser desenvolvida em termos de valores absolutos e suas extensdes
de um corpo para um corpo maior. Para mais detalhes, veja [8], [1] ou [5]. A exposicio de
Serre em {12] trata com cuidado especial a questdo da ramificagio.

Um dos problemas centrais nesta teoria é o seguinte: dado um corpo completo nao-

arquimediano (digamos Qp, ou uma extensao finita), determinar todas as suas extensoes

71
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galoisianas finitas. Se nos restringirmos 4s extensdes abelianas, este problema esta comple-
tamente resolvido. A solugdo se¢ chama “teoria de corpos de classe local”; uma exposicao
pode ser encontrada em [12].

A passagem de uma teoria de corpos de classes local para uma teoria global, isto ¢ , para
uma teoria que descreva as extensdes abelianas de um corpo de ntimeros algébricos ¢ como
os primos se decompdem nessas extensdes, nae ¢ muito dificil. Dessa forma, o estudo dos
corpos locais da um caminho natural para se estudar um problema fundamental da teoria
dos nimeros algébricos.

O problema de estender a teoria de corpos de classe ao caso nao-abeliano permanece
decididamente em aberto, mesmo no caso local. As principais conjeturas nesse sentido sdo
o conjunto de idéias conhecido como “a filoscfia de Langlands”, que relaciona (conjetural-
mente) extensbes de corpos de nimeros a objetes andlogos as formas modulares cldssicas.
Uma das caracteristicas da filosofia de Langlands é que ela tem um cardter local, isto &, ela
obteria resultados sobre corpos globais analisando primeiro a situagdo para corpos locais. O
principio local-global permanece, assim, um método fundamental na exploragio deste tipo
de problema.

Uma conseqiiéncia menos profunda, mas importante, da teoria € que ela permite passar
de Q, para o seu fecho algébrico, € dai para o completamento C,, que & o contexto “natural”

para a analise p-ddica. Veja, por exemf)lo, a discussio em [8}.

5.2 L-funcgdes p-adicas

Uma outra forma de se usar métodos p-adicos para estudar questoes aritméticas é a teo-
ria das L-fungbes p-ddicas. A idéia inicial é essencia.lmente_a'que consideramos acima em
relacio &4 fungio & — n®: encontramos “valores especiais” de uma fun¢ic aritmética, e-
procuramos uma fungio p-adica que os interpole. O resultado é uma funcio p-idica que
possui propriedades aritméticas inferessantes, e que pode ser usada para estudar problemas
aritméticos.

Considere, por exemplo, a fungé.o- zeta de Riemann, definida para s € C com ®(s) > 1
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por

Classicamente, se obtém uma continuagio analitica desta fungdo ao plano todo, exceto por

um polo simples em s = 1; esta continuagdo analitica obedece & equagio funcional

()~ D(s/2) {(s) = (m)"O7IT((1 = 5)/2) ¢(1 = ),

ou, equivalentemente,
_ 2cos(ms/2)T(s)
C(l - ‘5) - (27[')" C(S).

Um calculo bastante conhecido dé que s = 2k € um inteiro positivo par, temos
C(Qk) _ (-—»1)"1&'”‘22""1 Bk
- 2k -1 2k’
onde B; denota o i-ésimo niimero de Bernouilli; substituindo na equagéo funcional, obtemos

Gue
B
2%k

Se, por outro lado, k > 1 for {mpar, é trivial verificar que tanto ¢(1 — k) quanto By, séio zero.

¢(1—2k)=—

Assim, obtemos, para qualquer inteiro &k > 1
By

Como estes “valores especiais” sio niimeros racionais, faz sentido pensé-los como elementos

de Q,, e procurar interpolar a fungio

l—kl—z»—-]%i.

Note que como os inteiros negativos sio densos em Z,, a extensio continua desta fungio a
Z,, se existir, sera tnica.

Na realidade nio é muito dificil perceber que o problema de interpolagio nio pode ser
posto exatamente nesses termos. Em primeiro lugar, a fungio zeta possui uma expansio em

produto de Euler

as)=H(1—3)_l,

P 7
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onde g percorre todos os primos. Como estamos guerendo uma fungio p-ddica, acaba sendo

" necessario “remover o fator de Euler em p”, isto é, considerar a fungio
. 1 .
(s)={1- > ¢{s).
Isso altera a funcdo a interpolar para

1 \ B
1_kH_(l_p1—k) T.

Mesmo esta modificagio nfo basta: como no caso da fungio n®, a interpolagio inclui um

“twist” que faz que ela 36 coincida com a fungdo original quando & pertence a uma classe
de‘congruéncia, médulo p—- 1. Feitas todas essas ressalvas, a fungio que estamos procurando
de fato existe, e é dada por uma série de poténcias com raio de convergéneia estritamente
maior que 1. A notagio que é normalmente usada é (.

Ha varias maneiras de provar que a fungéo {, existé, e que de fato ela tem boas pro-
priedades. A construgio original é devida a Kubota e Leopoldt. O leitor encontrard ex-
posicoes detalhadas em [8] e [7]. A exposigio de Koblitz é especialmente interessante porque
constréi (p como a transformada de Mellin de uma medida p-ddica, um processo que tem
forte analogia com o caso classico (e ainda tem a vantagem de ensinar ao leitor os rudimentos
de uma teoria de integragio p-idica).

Mais geralmente, estudam-se as L-fungées

onde x ¢ um cardter de Dirichlet. Este caso é essencialmente o mesmo que o da fungio
zeta: nio sé nio acontece nada de novo, como até fica mais facil de entender a teoria se
considerarmos todas as L-fungbes de uma 6 vez (porque o “twist” mencionado acima pode
ser descrifo explicitamente em termos de L-fungdes).

Um dos aspectos mais interessantes da teoria das L-fungbes p-ddicas sdo as “conjeturas
principais” (“main conjectures”}, que receberam esse nome porque generalizam a “conjetura
principal” de Iwasawa sobre a relacio entre torres de corpos ciclotémicos e a L-fungio p-adica
de Kubota e Leopoldt. Em virios contextos diferentes, o que essas conjeturas dizem é que

duas “candidatas a L-fungio p-adica” coincidem. Mais precisamente, em muitos contextos é
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possivel obter uma primeira L-fungap p-adica por interpolagio, como acima, ¢ uma segunda
como série caracteristica de um médulo de Iwasawa (veja [14] para uma definigio). A
conjetura principal para a situagio em questdo dird que as duas fungbes assim obtidas diferem
apenas por uma fungao cujos valores séo sempre unidades p-ddicas. Em particular, seus zeros
coincidirdo. Como os zeros de uma L-fun¢io p-adica carregam uma certa quantidade de
illformagio aritmética, as conjeturas principais tém implicagBes profundas para a aritmética
da situagiio em questdo. O caso de corpos ciclotémicos é discutido em [14]; a demonstragio
da conjetura principal neste caso, devida a Mazur e Wiles, envolve técnicas extremamerte

sutis da teoria de curvas modulares—veja [9].

5.3 Mais andlise, e geometria analitica rigida

Nio ¢ preciso dizer que hd muitas idéias, problemas e métodos da analise p-édica que nio
pudemos mencionar nesta introdugéio. Por exemplo, é possivel fazer analise funcional p-adica,
em parte por analogia com a teoria cldssica, e em parte motivada por problemas especificos
vindos da teoria dos nimeros ou da geometria algébrica. Assim, a versdo p-adica da teoria
espectral para operadores compactos foi desenvolvida por Serre tendo como referéncia os
trabalhos de B. Dwork sobre a racionalidade da fungio zeta de certas variedades algébricas.
Dwork, por sinal, & autor de um grande nimero de trabalhos diffceis e profundos que aplicam
métodos p-adicos a vérios tipos de problemas da geometria algébrica, especialmente geome-
tria de variedades sobre corpos finitos (veja, por exemplo, a discussio da “cohomologia de
Dwork” em [3]).

Uma outra area de trabalho em analise p-adica é a teoria de fungdes analiticas (isto
&, definidas por séries de poténcias). O alvo mais importante aqui é construir uma teoria
em que valha algum tipo de principio de continuacio analitica. Os pioneiros deste tipo de
trabalho foram M. Krasner, L. Schnirelman e K. Mahler, mas nio ha divida que o nome mais
importante nesta irea é o de J. T. Tate, que criou a “geometria analftica rigida”. A ’idéia
de Tate é que o principio de continuagio analitica falha porque ha abertos dema.is-; logo, sua
teoria limita os abertos “permitidos” (usando uma idéia de Grothendieck que se tem tornado

muito importante nas tltimas décadas). Uma vez feita a construgio basica de uma teoria de
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continuagdo analitica, Tate consegue construir uma teoria de variedades analiticas p-ddicas
que é paralela, em muitos aspectos, & teoria de variedades complexas, e que tem sido muito
util no estudo de virios problemas da geometria diofantina, especialmente nas maos de R.
Coleman.

Além das referéncias gerais, como [8] e [5], o leitor interessado especificamente nestes
aspectos da teoria encontrard exposigbes de aspectos mais avangados da andlise {uncional
p-ddica nos livros [1] de Y. Amice e [10] de A. F. Monna. Quanto & geomtria rigida, o
paper original de Tate é [13], e h# exposigbes e aplicagbes em [6] e especialmente [4]. Este
1iltimo livro também trata um grande niimero de temas de analise funcional p-adica que sdo
relevantes 4 geometria rigida.

Os aspectos que citamos ndo esgotam as aplicagdes dos nimeros p-adicos nem da analise p-
ddica. (Veja-se, por exemplo, o titulo da tese de doutorado do autor. . .) I tempo, entretanto,

de deixarmos que o leitor procure novos exemplos por si mesmo, se assim o desejar.
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