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Introducao

A Analise Complexa estuda fung¢oes diferenciaveis sobre C (com valores em
C). Como espaco vetorial C = R @ R, mas a definicdo da diferenciabilidade
usa a estrutura de anel de C, o que torna a condicdo de diferenciabilidade
mais restritiva em comparac¢ao com a sobre R @ R. Explicitamente, a fun¢ao
linear aproximativa A = f’(a), o diferencial total em um ponto a de uma fungao
diferenciavel f sobre C é conformal, isto é, preserva os comprimentos e 0s
angulos entre os vetores. Esta restricao tem fortes consequéncias, por exemplo,
que toda funcao diferenciavel é analitica, isto é, localmente dada por uma série
de poténcias.

Referéncias Bibliograficas

A nossa referéncia principal é [Congs] que comeca uma revisdo de espagos
métricos e em seguida preferi definicoes elementares em vez de conceptuais.
Como alternativa com uma abordagem mais computacional existe [Ahl78].
Como classico, pela sua clareza de exposi¢cao, com uma abordagem mais
conceptual existe [Car61] (o original em francés) ou [Cargs] (a sua traducao
para inglés) cujos Capitulos II e III resumem bem o cerne da Teoria da Analise
Complexa.
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Pré-requisitos

Recordemo-nos de umas notagdes e técnicas a que recorreremos sem mais
explica¢des no que se seguira:

Notagoes
Lembremo-nos das notacoes

o N={1,2,3,...} para os numeros naturais.
e Z={-2,-1,0,1,2,...} para os nimeros inteiros,

* Q= {x/y para x,y em Z} para os nimeros racionais, por exemplo, 2/3 é
um nuamero real, e

e R = {aN10N+---+a110+ao+a_110_1+---} COM AN, .., A1, A0y G—] .- .,
em {0,1,...,9} para os nimeros reais; por exemplo, © = 3,14159... é um
numero real.

Denotemos uma func¢ao f com dominio X e contra-dominio Y por f: X —» Y
ou X L Y. Para definir uma funcao, usemos
* ou - para denotar o seu argumento, por exemplo, - denota a funcao que
envia todo elemento x no seu dominio a x";
* ou a notagdo x — ..., por exemplo, x — x" denota a fun¢ido que envia
todo elemento x no seu dominio a x".
Para uma aplicacao linear f: X — Y, sdo usuais:
* em vez de f(X), a notacao
imf={yeY: existex € X comy= f(x)}

para a imagem de f, o conjunto de todos os seus valores € usual;
« em vez de f~1{0}, a notacdo
ker f ={x e X: f(x) =0}
para o seu niicleo, o conjunto de todos os argumentos anulados por f.

Para uma funcdo f é uma constante C, denote f = ¢ que f é constante com
o unico valor C.

Se a pertenca das letras latins 7, j,k,/,m e n nao foi dada, elas denotem
inteiros; em enumerac¢des denotem inteiros nao-negativos.



Técnicas

Prova por Contraposi¢cao: Em vez de mostrar A = B, mostra-se, equivalente-
mente, que 'A = !B onde !A respectivamente !B denote que A respectivamente
B é falso. Na literatura, usa-se frequentemente a demonstragcao por contradi¢ao
a este fim:

-

. Suponha-se que !'B e A valem.
2. Mostre-se que 'A vale.
3. Constate-se a contradicao que A e 'A valem.

4. Conclui-se que B deve valer.

Idiossincrasias de Portugués

Até a versao final, por enquanto, o portugués escrito é mais formal, por exemplo:

* usa-se a primeira pessoa plural em vez da terceira pessoa “A gente”, por
exemplo, “Temos” e “Diremos” ao invés de “A gente tem” e “A gente vai
(ou vamos) dizer”;

* usa-se a forma plural do pronome apassivador quando o objeto é no plural,
por exemplo, “usam-se expressdes” ao invés de “usa-se expressoes”;

* usam-se pronomes atonos ao invés de tonicos, por exemplo, “prova-lo” e
“vemo-la” ao invés de “provar ele” e “vemos ela”;

* usa-se uma proposicdo apds o pronome relativo quando possivel, por
exemplo, “o limite de que a sequéncia se aproxima” ao invés de “o limite
que a sequéncia se aproxima”;

* refere-se ao leitor pela segunda pessoa, tu, em vez de vocé, vossa excelén-
cia, a senhora ou o senhor; por exemplo, o imperativo “Vem!” ao invés
de “Venha!” ou “Mostra!” ao invés de “Mostre!” (principalmente para
evitar a ambiguidade entre o imperativo dirigido ao leitor e o subjuntivo
impessoal como “Seja ...”);

* a ortografia oscila entre a usual no Brasil e a usual nos outros paises
luséfonos, por exemplo, “polinémio” ao invés de “polinémio”.



* usam-se hifenes para palavras compostas cujos elementos perdem o seu
sentido individual, por exemplo, “dia-a-dia” ao invés de “dia a dia”;
* usam-se as vezes expressoes e palavras desusadas quais
« = » : z « »
— “se e tao-somente se” ao invés de “se e somente se”,

— “a volta de” ao invés de “em volta de” (principalmente para evi-
tar a ambiguidade “uma bola em volta de algum ponto em algum
conjunto”), e

— “diferencavel” ao invés de “diferenciavel”;
— “seccdao” ao invés de “secao” por nao ser homénimo com “sessao”,
“cessaon” e “cessam”;
* s3o usados uns termos matematicos incomuns, por exemplo,

— inclinagao ou declive ao invés de coeficiente angular de uma reta no
plano;

— parcela (geral) ao invés de termo (geral) de uma soma finita ou de uma
série;

— cada parcela de um polinémio ou de uma série de poténcias (de uma

incognita) € produto de uma constante, o coeficiente, e uma poténcia
de uma incoégnita.

* sdo usados umas notagdes matematicas incomuns, por exemplo,
— a variavel d ao invés de n para denotar a dimensao,
— a variavel N ao invés de ny para denotar um nimero natural sufici-

entemente grande.

* por razdes técnicas, por enquanto, refere-se aos titulos dos enunciados
sem o artigo definido, por exemplo, “Por Proposicdo 1” ao invés de “Pela
Proposicao 1”.



1. Os Numeros Complexos
Seja
C={a+ib:a,beR}

a algebra sobre R definida por i? = —1. Se z = a + ib, denotemos a = Rz e
b = 3z e chamamos a e b a parte real respectivamente imagindria de z. Temos

2 +w?=(z+iw)(z - iw).

Logo, para 2 =a e w = b em R, temos

1 a—ib a b
= = —1 5
a+ib  a?+b%2 a2+0b2 a4+ b?

(¥)

isto é, C é um corpo.

11. Conjugacao e Norma

Seja a aplicacdo ¢ =~ sobre C dada por
a+ib:=a—ib;
é um automorfismo, isto é,

* é um homomorfismo, isto €, respeita as operagdes + e -, isto €, 6(x +y) =

6(x) +0(y) e o(xp) = 5(x)0 (7).
e é um endomorfismo, isto €, envia C a si mesmo

 éum isomorfismo, isto é, injetor e sobrejetor.

2 1

Além disto é auto-inverso, o seu proprio inverso, isto é, 6“ =id, ou 67 =0©.

Observagdo. Como o(x +y) = o(x) +c(y),

c(x)=c(x—y+y) =c(x—y)+c5(p)

isto é, 6(x — y) = 6(x) — 6(y); analogamente, para y diferente de zero, como
o (xy) = 6(x)o(y),
6(x) =o(x/y-y) =c(x/y)o(y)

isto é, o(x/y) = o(x)/o(y) (onde o(y) # 0 porque & € injetor).



Exercicio 1.1. Se P(X) em R[X], entdo, P(a) = 0 se, e tio-somente se, P(a) =0
para todo o em C .

Seja a norma |-| de C dada por
la +ib| = Va2 + b%

é um valor absoluto, isto é uma aplicacdo |-|: C — Ry tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x =0,

o (Multiplicatividade) |xy| = |x||y], e

* (Desigualdade Triangular) |x + y| < |x| + [y].
Para demonstrar a desigualdade triangular, observamos

|2+ w|* = |2|* + 2R (20) + @* < |2]* + 22| [w] + @* = (|| + |w])®.

Observacdao. Temos |z + w| = |z| + |w| se, e tio-somente se, |ziw| = Rzw se, e
tao-somente se, zw > 0.

O automorfismo é isométrico, isto é, |Z| = |z|. Temos

|2|% = zz (%)
Logo, se z = a+ib # 0, entdo (x) é
z
PANPTE
Observamos _ B
Rz = z;—z e iJz= z;z

Exercicio 1.2. Demonstra

|lz] = [wl| < |z - wl.

1.2. Projecao estereografica
Queremos acrescentar um ponto infinito a C: Seja
S? = {(x1,%2,x3) € R : xf + 27 + x5 = 1}
a esfera unitaria em R3. Seja N := (0,0,1) o pélo norte e identifique
C = {(x1,x2,%3) € R®: x3 = 0}.

Para todo z € C, considere a reta que passa por z e N € S? e que encontra S?
em um Unico ponto Z:



* Se |z| <1, entdo Z esta no hemisfério sul;

e Se |z| > 1, entdo Z estid no hemisfério norte;

» Se |z]| =1, entdo z = Z esta no equador.
Se |z| — oo, entdo Z aproxima-se de N; logo N sera identificado com o e

CU {oo} = §2.
A reta através de N e z é dada pelos pontos da forma
z+t(N-2)=tN+(1—-1t)z parat €]oo,o0].
ou, usando o valor de N e z = (x,%,0),
(1-¢t)x,(1-1t)y,t) parat €]oo,o0f. (%)
Dado z, para encontrar o valor de ¢ para Z, observamos
1=1Z|=A -2+ A - 0%+ 2 = A - )}z)* + £,

logo
1-2=01-1)?%2
Como ¢ # 1, temos, dividindo por 1 — ¢,

2z -1
22 +1°

Logo, para (x1,x9,%3) =Z =tN+(1—-1¢)z com N = (0,0,1) e z = (x,9,0),

2x 2y |z|2 -1
X1 = X9 = exy= ——
PPN e PPIE L S TP
ou
z2+7Z —i(z—2) |z]2 -1
Z =(x1,x9,x3) onde x1] = ————,x9 = ————= = . 1.1
(%1, %2,x3) TR T R T RErl (1.1)

Vice-versa, dado Z = (x1,x9,x3), para encontrar z = (x,9,0), observamos por

(%) que 1 —¢ =1 - x3, logo x = 133 ey= 133’ isto &,

X1+ ix9
zZ =

1—x3 .



Definamos uma funcio distancia sobre S? pela restri¢io da norma euclidiana
em R? a S2, isto é,

cuzzq:;aul—xpl+u2—x@%+ug—x92 (1.2)
Como |Z| =|Z'| =1, obtemos
d(Z,Z') = 2 — 2(x1%] + X9X) + x3%3).

Por (1.1),

A(Z.7) = 2|1z — 2| (
VA + 21D +2[2)

Com efeito, observe que

[d(z,2)]?
= 2 — 2(x1%] + x2x§ + x3x5)

_2_2( (z+72)(2'+7) +—dz—EH—M/—25]+Oﬂ2—DG%F—1w
- A+ A+ 12 A+zHA+]212)  A+]zP)A+]2?)
((z+2)(z’+2’)—(z—?)(z’—?)+(|z|2—1)(|z’|2—1))

=2-9
1+]22) 1 +121%)
_2[A+ 121 (1 +12]%) = (2 +2) (2 +7) + (2 = 2) (2 = 7)) = (|2]* = D) (|Z/|* - 1)]

(1+1zHA+]2'1%)
Observamos que

A+ A+ 121 = (2° = D (1P = 1) = 202> + 2|2

(z=-2)(2 =7) = (2+2)(Z +7) = -227 — 227'.



Logo
g 22022 + 2|22 - 227 - 2Z7)
e = " A em

A7+ 27 — 27 - 722)
S A+1HA+ 1P
A(z(z-7) -2 (Z-7))
A+ 1A+
_ 4(z-2)(z-7)
1+ 2P+
Az - 2)(z—2')
A+ 2P+
3 4z — 2|2
S+ A+12)

como queriamos demonstrar.

Semelhantemente

2

V1+|z|2

d(z,oo) =

pois, por (1.2),
d?(z,0) = d*(2,N)
:x%+x§+x§—2x3+1
=2- 2x3

2 _
_9_9 | 2] 1
2|2 +1
1,12
EPYPY ol 1)
1+|z|?
242022 +2-2[2)* 4
B 1+ |22 1+ |22

1.3. A linha projetiva complexa

A linha projetiva complexa é o conjunto de linhas vetoriais de C2. Podemos
vé-lo como quociente de C?\ {0} pela relagio de equivaléncia (2',¢') ~ (z,t) se
existe A € C* tal que (2/,¢) = AM(2,1).

Denotemos este quociente por P}(C), e escrevemos [2,#] para a classe de
equivaléncia do vetor (z,t); isto é, a reta que passa pela origem e (z,¢).

10



Observagao 1.3. Temos
o que ¢1: 2z [2,1] é uma bijegdo C = P(C) — [1,0], e
o que ¢g : 2z — [1,2] é uma bijeg@o C = P1(C) - [0,1].

Essas duas maneiras de identificar C em P(C) menos um ponto sdao analogas
as identidades de R? para a esfera de unidade privada de um ponto usando
projecdes estereograficas dos polos norte e sul: Seja

$?={(X,Y,Z) e R®: X2 +Y%?+7°=1}

a esfera unitaria em R,
Observagdo 1.4. Seja N := (0,0,1) o pdlo norte e S := (0,0,-1) o polo sul, e
identifiquemos
C={(X,Y,Z) e R®:Z =0}.
Temos

* uma bijeg@o n1: C = S% — N definida por

_ . B )

—i(z - -1

z— (X,Y,Z) comX= Frz Y = i(z z)’ 07 = |2 ’
2> +1 2|2 +1 |z]2+1

* uma bije¢do ny: C = S% — S definida por
2z (X,Y,Z) comX = z2+z ’Y:_i(z_z),eZ:1_|Z|2_
|22 +1 2|2+ 1 2 +1

Ao compormos estas identificaces, obtemos a seguinte bijecao explicita entre
S? e PL(C):
Observagao 1.5. Temos a bijecdo e a sua funcgao inversa,
g:S*=>PC) e gh:P(C)>S
definidas por
(X,Y,Z) = [X+i,1-Z] paraZ #1 e (X,Y,Z)— [14+Z,X-iY] paraZ =1,

onde observemos que estas duas defini¢des sdo compativeis para Z # +1 gracas
a equacao X2+Y2+7%=1, e, ao identificarmos R3 com C x R, por

22t |z|* —|¢)?
|22+ 122 2> + 2]

g_lz (z,8) —

11



2. Espacos Métricos

A nossa intuicdo provira do plano euclidiano RXR (o qual, como espa¢o métrico,
se identifica com C) onde a distancia entre dois pontos mede o comprimento
do segmento (da reta) que os conecta:

Defini¢dao. Seja X um conjunto. Uma aplicagdo d: X X X — [0,00[ é uma
funcao distancia ou métrica se

* d(x,y) =0 se, e somente se, x =y, (Hausdorff)
e d(x,9) =d(y,x), e (simetria)
e d(x,2z) <d(x,9)+d(y,2). (desigualdade triangular)

Um espago métrico é um par (X,d) de um conjunto X e uma funcao distincia d
como acima.

De agora em diante, convencionemos que X, se nao for especificado diferen-
temente, denote um espago métrico.

Defini¢ao (Bolas). Para x em X e r > 0, defina a bola aberta respectivamente
fechada com raio r e centro x (ou a volta de x) por

B(x;r) ={yeX:d(x,y) <r} e B(x;r)={yeX:d(x,y) <r}.
O conjunto dos pontos B(x;7)

« para X = R3 e d a métrica usual, isto é, que mede a distancia euclidiana,
é uma bola.

» para X = R X R e d a métrica usual, é um disco, e
» para X = R e d a métrica usual, é um intervalo (com as suas extremidades).

Em contraste a B(x;7), o conjunto B(x;r) ndo contém a superficie de B(x;r);
isto &, falta

* para X = R3 a esfera,
* para X =R X R o circulo, e

e para X = R os pontos extremos.

12



Observagao. Observamos que um espaco métrico X é Hausdorff se (e tio-somente
se) para todo par de pontos diferentes x e y em X existem bolas disjuntas B > x
e C > y: Temos x # y se, e tao-somente se, d(x,y) = € > 0; logo quaisquer bolas
de raio r < €/2 e centros x respectivamente y sao disjuntas.

Se o espa¢o métrico é um anel normado ou um espaco vetorial normado,
entao o elemento neutro 0 é chamado a sua origem e a bola unitdria é B(0;1), a
bola fechada de raio 1 em volta da origem.

Exemplo 2.1. Seja K um corpo. Um wvalor absoluto em K é uma aplicagao
|-|: K — [0,00[ com valores reais nao-negativos tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x =0,
* (Multiplicatividade) |xy| = |x]||y], e
¢ (Desigualdade Triangular) |x + y| < |x| + |y|.

Por exemplo, K =R ou C.
Uma norma ||-|| para um espago vetorial X sobre um corpo K com valor
absoluto || é uma aplicacao [|-||: X — [0,0c0[ tal que

e ||x]| = 0 se, e tao-somente se, x = 0,
o ||ax|| = |a|||x|| para « em K e x em X, e

 llx+oll < ixll +ipll.

Por exemplo, X = K @ --- & K. Toda norma induz uma métrica por d(x,y) =
lx -yl

A funcio distancia d sobre um espaco vetorial X provém de uma norma ||-||,
isto é, d(x,y) = ||x — y||, se, e tio-somente se,

d(ox,oy) = |a|d(x,9) e d(x+2z,9+2)=d(x,y)

Por exemplo, provém de nenhuma norma a funcao distancia d(x,y) = |f(x) —
f ()| sobre R para qualquer funcdao f: R — R nao-linear monétona tal como
f = arctan.

Todos os exemplos alistados em [Congg, II.1] sdo desta forma induzida:

* Seja X = R ou C e defina d(x,y) = |x — y|. O espaco métrico C, que se
identifica com R X R, sera para nds o exemplo protétipo.

13
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Figura 2.1: Comparacdo entre as bolas unitdrias (isto é, cujo raio é 1) da norma
euclidiana, da norma da soma e a norma do maximo no plano.

Sobre X = R”, usualmente usa-se a norma euclidiana

[%1,. ... %] = \Q/m

com d(x,y) = |lx — yl|

Se X é um espaco métrico e Y C X, entdo Y (com a métrica restrita a
Y XY) é um espaco métrico.

* Como o espaco Cy e a funcido d: Co, X Cou — [0,00[ em Secdo 1.2 é o
subespago da esfera S em R® com a métrica restrita, Co, é um espaco
métrico.

* Em vez da norma euclidiana sobre R X R, podemos usar a soma

221+ = || + [yl

14



com d4(x,9) = ||x — y||+ cujas suas bolas sdo os quadrados cujos lados sdao
paralelos as diagonais dadas por y = x e y = —x do plano;

ou podemos usar o maximo

1%, ¥l max = max{[x], |y[}

com dmax(%,9) = ||* — y||max cujas bolas sdo os quadrados cujos lados sao
paralelos ao eixo-x e ao eixo-y. Figura 2.1 compara as bolas para estas
trés distancias diferentes no plano. Diferentes, mas afinal nao tanto: faze
Exercicio 2.43!

A funcao distancia ¢rivial sobre um conjunto X é dada por d(x,y) =0 se
x =y e d(x,y) =1 caso contrario.

Seja S um conjunto. Seja B(S) o conjunto de todas as fungdes f: S — R
(ou C) limitadas, isto é, tais que

1/ llee = sup{|f (x)] : x € S} < oo
com a métrica d(f,g) = ||f — gllc-
Seja p € {2,3,5,7,11,. ..} um ntimero primo e
llp: Z = Rxo
a norma p-ddica definida por [0], =0 e
laly := 7@, onde p?%@ ¢ a maior poténcia de p que divide a.

Por exemplo,

— Para p =2 temos que |8|g = [23]s =23 e 9] =9 - 20|y = 270 = 1;

— para p = 3 temos que [8|3= 3" -8]3=3T"=1e|9|3 = |3%3 =372
A norma p-adica |-|, mede quantas vezes p aparece na fatoragdo de um

numero inteiro. Por incrivel que pareca para quem se acostumou a norma
usual, a norma p-adica diminui quando a poténcia de p cresce; um ntimero

~

inteiro grande (com respeito a norma usual) pode ter norma p-adica
pequena.

Apesar da sua natureza aparentemente exotica, Teorema F.3 mostra que
as Ginicas normas sobre Q s3o a norma usual e as normas p-adicas.
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Os ntimeros p-adicos sdo relativamente recentes, em comparagao aos
numeros reais; foram introduzidos ha cerca de cem anos por Kurt Hensel:
Em analogia a R, que consiste de todos os limites de Q para a norma
usual ||, vamos definir Z, como o conjunto dos limites de Z para a norma
p-adica ||,. Formalmente, Z, € o completamento de Z para |-|,.

A métrica p-ddica € dy(x,y) = |x—y|p. O anel normado dos nimeros p-ddicos
inteiros é definido por

Zy = o completamento de Z com respeito & métrica p-ddica d, .

(Vide Teorema A.1 para a no¢ao do complemento de um espago métrico;
o exemplo protétipo é R, o completamento de Q.)

Em particular, como [p"|, = p7" e |ay|, = 1 para a, em {1,...,p — 1},
vale |a,p"[p =p7" e

|anp” + anip™ "t +- - +anplp=p" >0 paran — oo

Isto €, a sequéncia (ag,ao+ a1p, a0+ a1p + @[)2,. ..) € Cauchy. Como Z, ¢
completo, ela converge, isto é, a série infinita ag+a1p+agp®+- -+ converge.
Isto é, em Z,, todo nimero a = ag + a1p + agp® + - -+ existe como limites
de numeros em Z, como em R todo niimero & = b+ 511071 + 531072 + - - -
para bo, b1, ...em {0,1,...,9} existe como limites de nimeros em Q.

A arvore binaria da Figura F.1 representa Z; da seguinte maneira: Cada
numero p-adico tem uma expansao p-adica dada pelos seus coeficientes,
sendo ou 0, ou 1, e conforme a estes coeficientes, pega, ou o ramo da
esquerda, ou o da direita em uma bifurcacdo (ou né) da arvore.

Reflitamos como se descreve o valor absoluto, a fun¢ao distancia e as
bolas sobre eles:

— Vale d(x,y), = |x — y|p = p7° onde v = o nivel em que os dois ramos
infinitos x e y bifurcam; em particular, vale |x|, = p™" onde v = o
nivel da primeira bifurcagdo em que o ramo infinito vai a direita.

— Uma bola corresponde a uma malha da arvore por B(x,p™") —
Xo+x1p+---+x,p" se x =xp+x1p+---,onde B(x,p™") é a bola com
centro x e raio p~" e xo + x1p + - - - + x,p" € o ramo finito que leva a
malha; a bola é dada por todos os ramos infinitos que passam pela
malha correspondente. Observamos que duas bolas, ou se incluem,
ou sdo disjuntas! Isto é, em termos topolégicos, Z, € totalmente
desconexo.
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Figura 2.2: A arvore binaria que representa Zy
Exercicio 2.2 (Operagdes sobre dadas métricas para obter novas métricas).
Mostra:
(i) Se d’ é uma métrica e a > 0, entdo d = a d’ é uma métrica!
(ii) Se d’ e d” sdo métricas, entdo d = d'+d” é uma métrica!
(iii) Se d’ e d” sdo métricas, entdo d = d’-d” é uma métrica'

i 5 Stri 0 L. =1--L & strica!
(iv) Se d é uma métrica, entdo 173 =1 — 73 € uma métrica!

2.1. Topologia

Seja X um espago métrico.

Defini¢ao 2.3. Um conjunto G dentro de X é aberto se para todo g em G existe
uma bola aberta B dentro de G com centro g .

Observagao 2.4. Como o raio de uma bola é > 0, toda bola fechada contém uma
bola aberta, e vice-versa. Logo, se um conjunto contém uma bola, entao contém
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tanto uma bola fechada quanto uma bola aberta. Portanto, é desnecessario
especificar em Definicdo 2.3 se a bola é aberta ou fechada.

Contudo, naturalmente prefere-se que seja aberta, mais explicitamente: G é
aberto se para todo g em G existe um raio € > 0 tal que B(g,e) € G.

Cautela: Logo, um conjunto G é aberto se é unido de (uma quantidade
arbitraria de) bolas (por exemplo, da colecio das em volta de cada ponto
g em G). Porém, se G é a unido de bolas, entdo, em geral, G é aberto se, e
tao-somente se, toda bola ¢é aberta!

Para dar um contra-exemplo, qualquer bola fechada em X = R é a unido de
uma singela bola, mas nao é aberta como mostram os pontos no bordo. (Porém,
por exemplo, em X = Z,, toda bola fechada ¢ também aberta e, com efeito, G
é aberto se, e tio-somente se, é uniao de bolas.)

Proposigao 2.5. Os subconjuntos abertos de X satisfazem as seguintes propriedades:
(i) Os subconjuntos X ¢ O sdo abertos.
(ii) Se G, ..., G, sa@o abertos, entdo Gy N ... N G, ¢é aberto.
(iii) Se todos os G; para i em 1 sdo abertos, entdo \J;c1 G; ¢ aberto.

Demonstracao: Ad (i): Toda bola é contida em X.
Ad (ii): Se Gy, ..., G, sdo abertos e g em G = G1N...N Gy, entdo G contém
a bola em torno a x cujo raio é o minimo dos raios das bolas contidas em G1,
.oy Gy
Ad (iii): Como cada G; é a uniao de bolas abertas, entao a unido G das
unides G; de bolas abertas € uma unido de bolas abertas. Logo, G é aberto. O

Observagao. Cautela, é importante que a intersecao seja finita em (ii)! Caso
contrario, a intersecdo infinita das bolas abertas B(O,%) para n € N, sendo {0},
nao € aberta!

Uma cole¢do de subconjuntos que satisfazem as propriedades de Proposi-
cao 2.5 chama-se topologia e os seus elementos abertos. Isto é, Proposicao 2.5 diz
que toda métrica sobre X induz uma topologia sobre X. Uma tal topologia

 é Hausdorff (ou satisfaz o axioma de separac¢do Tyg), isto é, para dois pontos
diferentes x e y existem dois conjuntos abertos disjuntos U xe V3 y, e

o satisfaz o Primeiro Axioma de Enumerabilidade: Todo ponto tem uma base
enumeravel. Isto é, para todo x € X existe uma colecdo enumerdvel R
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de conjuntos abertos que contém x tal que cada conjunto aberto U > x
contém um B € 9. (Se a topologia é a de um espago métrico, uma tal

; _ 1
base é dada por B = {B(«,7)}.)
Quando uma topologia é metrizavel, isto é, quando provém de uma métrica?

Teorema (Lema de Urysoh). Seja X um espago topoligico. Se X é Hausdorff e
satisfaz o Primeiro Axioma de Enumerabilidade, entdo sdo equivalentes:

* ¢ metrizavel, isto ¢, a topologia provém de um métrica,

* ¢ regular ou satisfaz o axioma de separacao T3, isto ¢, para todo subconjunto
fechado A e x ¢ A existem subconjuntos abertos disjuntos U 2 A eV > x.

* ¢ normal ou satisfaz o axioma de separacao Ty, isto ¢ para todo par de
subconjuntos fechado A e B existem subconjuntos abertos disjuntos U 2 A e
V 2 B.

Nem toda topologia provém de uma métrica: Por exemplo:

* A topologia co-finita cuja base consiste de todos os subconjuntos (de um
conjunto infinito) cujo complemento € finito: ndo provém de uma métrica
porque nao é Hausdorff.

* A topologia de Sorgenfrey sobre R cuja base consiste de todos os intervalos
semiabertos (ou todos do tipo [a, 5[, ou todos do tipo ]a,b]): ndo provém
de uma métrica porque nenhum ponto tem uma base enumeravel.

Definicdao 2.6. Um conjunto F em X é fechado se X — F é aberto.

Proposiciao 2.7 (O complemento a Proposicao 2.5). Os subconjuntos fechados de
X satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Os conjuntos X ¢ 0 sdo fechados.
(if) SeFy, ..., F, sao fechados, entao¥1 U ... UF, ¢ fechado.
(iii) Se todos os ¥; para i em 1 sao fechados, entdo (\;c1 F; ¢ fechado.

Demonstra¢go: Chamemos a operagdo X — - entre subconjuntos de X a operacao
do complemento. Usa

* Proposicado 2.5,
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* que, por defini¢do, todo conjunto fechado é o complemento de um con-
junto aberto, e

* que a operacdao do complemento troca U com N! |

Observagdo. Cautela, é importante que a uniao seja finita em (ii)! Caso contrario,
a unido infinita das bolas fechadas B(0,1 — %) para n € N, send B(0,1), nao é
fechada! Mais, qualquer conjunto é a unido disjunta dos conjuntos unitarios
dados pelos seus pontos, que sdo todos fechados:

G=|Jilg) g <G,
Definicao 2.8. Seja A C X. O interior A° de A é
A° = U{B C A : B aberto }
e o fecho A~ de A é
A = ﬂ{B 2 A : Bfechado }.

O bordo 0A é
0A =A™ — A°.

Possivelmente, A° = @ e A~ = X. O interior é aberto e o fecho fechado.

Exemplo 2.9. O interior de uma bola fechada B(x,€) ¢ a bola aberta B(x,€). O
fecho de uma bola aberta B(x,€) é a bola fechada B(x,€). O bordo de uma bola
(fechada ou aberta) com centro x e raio r > 0 é o circulo {y € X : d(x,y) =r}.

Proposigao 2.10. Se¢ja A um subconjunto em X.
(i) A ¢ aberto se, e tao-somente se, A° = A
(ii) A ¢ fechado se, e tao-somente se, A~ = A
(iii) A°=X-(X-A) " e A =X-(X-A)".
(iv) Para A e B subconjuntos, (AUB)” = A~ UB".
(v) x € A° se, e t@o-somente se, A contém uma bola em torno a x.

(vi) x € A™ se, e tao-somente se, A intersecta toda bola em torno a x.
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Demonstragdo: Ad (i): observe a definicdo de A° como maximo subconjunto
aberto em A

Ad (ii): observe a definicio de A~ como minimo subconjunto fechado que
contém A.

Ad (iii): Como em Proposi¢do 2.7, usa

* que, por defini¢do, todo conjunto fechado é o complemento de um con-
junto aberto, e

* que a operacao do complemento troca U com N!

e vice-versa.

Ad (iv): O conjunto (AUB)~ é fechado e contém A e contém B; logo, contém
A™ e B7; isto é, contém A” UB™.

Vice-versa, A~ UB™ é fechado e contém A e B; isto é, contém (A U B); logo
contém (A U B).

Ad (v): Se x em A°, entao, como A° é aberto, existe uma bola em torno a
x em A°, em particular, em A. Se A contém uma bola B em torno a x, entao
A° D B; logo x em A°.

Ad (vi): Temos x em A~ = X — (X — A)° se, e tao-somente se, x ¢ (X — A)°.
Logo, por (v), se, e tdo-somente se, nenhuma bola em torno de x é contida em
X — A, se, e tao-somente se, toda bola em torno de x intersecta A. O

Lembremo-nos de Observacdo 2.4: como o raio de uma bola é sempre > 0,
toda bola fechada contém uma bola aberta, e vice-versa. Logo, se um conjunto
contém uma bola, entdo contém tanto uma bola fechada quanto uma bola
aberta. Portanto ndo importa especificar se a bola seja aberta ou fechada em
Proposicao 2.10.(v) e (vi).

Defini¢dao 2.11. Um subconjunto A em X é denso se A~ = X.

Equivalentemente, se toda bola em X intersecta A. Por exemplo, Q é denso
em R

Exercicio 2.12. Mostra que Cy é um espac¢o métrico!

2.2. Sequéncias e Completude

Seja X um espaco meétrico.
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Defini¢dao 2.13. Uma sequéncia (x, : # € N) em X converge ao limite x se para
todo € > 0 existe ng tal que d(x,,x) < € para todo n > ny. Isto é, para qualquer
€ arbitrariamente pequeno guase todos os membros (= todos exceto um nimero
finito) de (x,) estao em B(x,¢€). Denote lim x, = x ou x, — x que (x,) converge
ax.

Observe que x, — x se, e tdo-somente se, d(x,,x) — 0.
O limite é unico: Se y é outro limite de x,, entdo d(x,y) < d(x,x,)+d(x,,y) <
€ para todo € > 0; logo d(x,y) =0, isto é, x = y.

Exemplo 2.14 (Arquimedes e a tartaruga). Desenhemos a seguinte corrida
entre Arquimedes e uma tartaruga:

* Arquimedes corre com uma velocidade momentanea de 1m/s, a tartaruga
com 1dm/s, um décimo da de Arquimedes, mas tenha 1m de vantagem.

* Ap6s 1s, Arquimedes percorreu 1m, e a tartaruga 1,1m, uma vantagem
de 1dm.

» Apés 1,1s, Arquimedes percorreu 1,1m, e a tartaruga 1,11m, uma vanta-
gem de lcm.

* Ap6s 1,11s, Arquimedes percorreu 1,11m, e a tartaruga 1,111m, uma
vantagem de 1mm.

Arquimedes nunca alcancara a tartaruga? A solucao é que sim, ap6s 1,11111.. ..
segundos, o que nao € infinito oo, isto é, nunca, mas um numero real, o limite
da sequéncia 1+1/10+1/100 + ... = 10/9, o ponto em que Arquimedes ¢ a
altura da tartaruga (= a intersecdo da reta de Arquimedes com a da tartaruga).

Exemplo 2.15 (Juros compostos). Ponhamos o nosso dinheiro em uma conta
de poupanca de um banco generoso, 100 reais por 100 dias com uma taxa de
juros de 100%. Logo, teremos apds 100 dias 200 reais na conta.

Agora proponhamos ao banco, no lugar de 100% uma tnica vez, pague 10%
dez vezes, isto é apds cada décimo dia um décimo dos juros. Logo, teremos

* ap6s 10 dias 110 = 100 - (1,1) reais na conta,
e ap6s 20 dias 110 - (1,10) = 121 = 100 - (1,1)? reais na conta, ...e

« finalmente, ap6s 100 dias 100 - (1,1)1° = 100 - 2,5937424601 ~ 259 no
lugar de 200 reais na conta!
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Tornamo-nos arbitrariamente ricos, ao diminuirmos os intervalos de paga-
mento mais e mais? Nao! Se o banco pagasse, por exemplo, os juros (compostos)
em 1.000.000 de intervalos, isto é, quase cada segundo, teriamos

100 - (1,0000001%000-090) ~ 100 - 2,71828 = 271,828

reais na conta. Isto é, observamos que a sequéncia (1 +1/z)" converge ao
nimero de Fuler e = 2,718 .. .!

Dado um subconjunto A em X, um ponto x em X é ponto de aderéncia de
A se ele é limite de uma sequéncia em A. Por exemplo, todos os pontos em
A s3ao pontos de aderéncia, mas pode ter mais, necessariamente pontos de
acumulacao; por exemplo, os pontos no bordo {x € X : d(x,a) = €} de uma
bola aberta A = B(a,€) sao pontos de aderéncia de A que nao pertencem a A.

Um ponto x em X é um ponto de acumula¢io (ou ponto de limite) se é o limite
de uma sequéncia (x,)

* cujos membros x, sdo todos diferentes, ou
* equivalentemente, tal que {x,} € infinito, ou
* equivalentemente, tal que x ¢ {x,}.

Um ponto x ndo é um ponto de acumulacao, é um ponto isolado, se o conjunto
unitario {x} € aberto.

Um ponto de acumulagdo a de uma sequéncia aj, ay, ... (pontos ordenados
na reta) na reta R € um ponto na reta tal que todos os pontos da sequéncia se
acumulem em torno de a. Isto é, quanto mais avancamos na sequéncia, tanto
menor o numero de pontos fora de um pequeno intervalo em volta de x. Mais
exatamente, em cada intervalo [a — €,a + €] arbitrariamente pequena em torno
de a estdo todos os pontos da sequéncia, exceto um niimero finito; vé Figura 2.3
para o exemplo a, = 1/n na vizinhanca de a = 0.

Uma sequéncia (de ntimeros reais) (a,) = (ao,a1,ay,. . .) converge a um limite
a, se para qualquer distancia (que pode ser arbitrariamente pequena) ¢ > 0
vale |a — a,| < € a partir de um indice ng ( isto é, para todos os n > ny).

Para ganhar um intuito, marca os pontos das primeiras entradas de umas
sequéncias convergentes na reta, por exemplo, as entradas para n =1, 2, 5, 10,
1000, ... das sequéncias discutidas acima:

* A sequéncia 1+1/10+1/10% +--- — 10/9.
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G100 G210 a5 Gy az @3 ay
X X T T Y T 1
N 0 005401 015 02 025 0.3 0.35 0.4 045 05 055 0.6 0.65 0.7 075 0.8 085 0.9 095 1

I

Arooo d200 4100 a5 aan

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065
Figura 2.3: O limite como ponto de acumulacao na reta

* A sequéncia (1+1/2)" — e.

Proposi¢ao 2.16. Um conjunto F ¢ fechado em X se, e tao-somente se, o limite de
toda sequéncia em ¥ que converge (a um elemento, a priori, em X) é em F.

Demonstra¢do: Por contraposicao:

Se existe uma sequéncia (x,) em F cujo limite x € X — F, entdo toda bola em
torno de x intersecta F; isto é, x mostra que X — F nao é aberto, isto é, que F
nao é fechado.

Vice-versa, se X — F nao é aberto, isto é, existe um x ¢ F tal que toda bola
em torno de x intersecta I, entdo pega x, em B(x,%) N F para todo n em N.
Por construcao (x,) em Fe x, —» x ¢ F. O

Exercicio 2.17.

(i) Para todo A C X,

A™ = { todos os limites (em X) de sequéncias de A}.

Dica: Um subconjunto B é fechado se, e tio-somente se, B contém todos
os limites de sequéncias em B; em particular, A~ contém o lado direito.
Temos a € A~ se, e tao-somente se, toda bola em torno de a intersecta A,
Em particular, toda bola de forma B(a, %) contém um elemento a, em A,
logo a, — a; isto é, A~ é contido no lado direito.

(ii) Para todo A C X,

A™ = AU{ todos os pontos de acumulagdo (em X) de (sequéncias de) A}.

Dica: Usa que um limite a é um ponto de acumulacio se, e tio-somente
se, € um limite de uma sequéncia (a,) tal que a ¢ {a,}.
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(iii) Um conjunto é fechado se, e tio-somente se, contém todos os seus pontos
de acumulacio.

(iv) Um conjunto A sem pontos de acumula¢do (em X) é fechado.

Uma piada matematica mnemoénica: Como se fecha uma porta aberta? Pelo
acréscimo dos seus pontos de acumulagao!

Defini¢cao. Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico é dita de Cauchy se
para todo € > 0, existe N tal que d(x,,x,) < € para todos os n,m > N.
Um espac¢o métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy converge.

Por exemplo, R é completo.
Notemos que, para uma sequéncia,

* enquanto a sua convergéncia pode ser definida em qualquer espago topoligico,
isto é, um conjunto com qualquer cole¢ao de subconjuntos, ditos abertos,
que satisfaz Proposicao 2.5,

* a propriedade de Cauchy necessita uma meétrica.

O quadro mais geral para falar de sequéncias de Cauchy é o de um espa¢o
uniforme, moralmente, um conjunto com uma cole¢io de (semi-)métricas (isto
é, d(x,y) = 0 ndo necessariamente implica x = y).

Observag¢do. Toda sequéncia que converge é Cauchy.
Exercicio 2.18.

(i) Se (X',d") e (X”,d”) sao espagos métricos completos, entdo o espaco
métrico X = X’ X X” com d = d’+d” é completo.

(ii) Se X, X” = R com as meétricas d’(x,y) = [x — y| = d”(x,y), mostra que
a funcao distancia euclidiana é Cauchy-equivalente a d de X, isto é, uma
sequéncia é Cauchy para a métrica euclidiana se, e tdo-somente se, é
Cauchy para a funcao distancia d.

(iii) Em particular, C é completo.

Considera a projecao estereografica C., de C: Toda sequéncia (z,) tal que
2, — oo converge em C,, mas nao em C. Moralmente C,, “completa” C pelo
acréscimo de um ponto de acumulagdo no infinito.
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Defini¢dao 2.19. O didmetro de um subconjunto A em um espago métrico X é
dado por
diam A := sup{d(a,b) : a,b € A}.

Observacao. Se A é fechado e diam A < oo, entdo o didmetro de A é a maior
distancia entre os pontos em A.

Exercicio 2.20. Seja A um conjunto em R X R.

(i) Vale
diam(A) = inf{diam(B) : B 2 A disco }?

(if) Caso nao valha, qual é a constante minima C > 1 tal que

C - diam(A) > inf{diam(B) : B 2 A disco }.

Dica. Considera um triangulo equilatero!

Exercicio 2.21. Seja A um conjunto em Q, X Q,. Mostra
diam(A) = inf{diam(B) : B 2 A disco }.

Dica. Como diam(A) = diam(A™) para A™ o fecho de A, podemos supor A
fechado. E suficiente mostrar que existe um disco B de diametro diam(A) que
contém A: Como A é fechado e é contido em um disco, o qual é em particular
compacta, segue que A é compacto. Logo, existem pontos a’ e a” em A cuja
distancia entre eles é

d(a’,a”) = diam(A)

Seja B um disco com a’ e a” no seu bordo. Para todo ponto fora do disco, uma
das duas distancias, ou a distidncia dele ao ponto a’, ou a dele ao ponto a”, é
pela desigualdade triangular forte maior do que o didmetro do bolo. Isto é, por
definicdo do diametro como distancia maxima entre os pontos de A, todos os
pontos fora de B estdo fora de A; isto é, A é contido em B.

No seguinte Teorema de Cantor, podemos pensar de X como a reta R e dos
subconjuntos fechados como intervalos fechados F, = [a,,5,] encaixados. Que
a reta é completa equivale a que a intersecao (| F, contém um tinico ponto.

Teorema 2.22 (Teorema de Cantor). Um espago métrico X é completo se, e tao-
somente se, para toda colegio de subconjuntos fechados¥1 2 Fo9 2 ... comdiamF, — 0,
a sua intersecdo (¥, contém um inico elemento.
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Demonstra¢go: = : Seja X completo e sejam dados subconjuntos fechados
F1 2Fy2...comdiamF, — 0. Se escolhemos x, em F,, entdo (x,) é Cauchy;
logo, x, — x para algum x em X. Como todo F, é fechado e x, — x, por
Proposicao 2.16, todo F, > x. Isto é, ( F, > x. Para qualquer y em (F,, como
diamF, — 0, também d(x,,y) — 0; logo y =limx, = x. Isto é, N F, = {x}.

&= : Seja X um espaco métrico tal que a intersecdo de toda sequéncia
de subconjuntos fechados F; 2 F9 2 ... com diamF, — 0 contém um tnico
elemento, e seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Para todo N, seja n tal que
d(xp,x,7) < % para todos os n’, n”" > n. Logo, os fechos F,, = {x,,x441,...}"
sao conjuntos com diamF, < % — 0. Logo, existe x em (" F,, e x, — x. O
Exercicio 2.23 ([Congp;, Comentario ap6s Teorema II.3.7]). Verifiquemos que
cada uma das condi¢des para os subconjuntos Fi, Fg, ...em Teorema 2.22 é
indispensavel, por construirmos subconjuntos Fi, Fg ...de R que satisfacam
todas exceto uma das trés condigdes seguintes

¢ sao todos fechados,
e Fi1D2FyD...,e
e diamF, — 0,
e mostrarmos que a sua intersecao (| F,
* ou € vazia,
* ou contém mais de um elemento.
Seja € uma cole¢ao de subconjuntos de um espaco métrico X. Ela tem

* a Propriedade de Intersegoes Finitas ou a PIF, se para todos Cy, ..., C, em
‘6 a sua intersecao C1N...NC, # 0.

* conjuntos pequenos se para todo x em X e € > 0 existe uma vizinhanga C
em 6 de x com diamC < e.

Exercicio 2.24. Mostra a seguinte generalizacdo do Teorema de Cantor: Um
espaco métrico X é completo se, e tdo-somente se, para toda colecio F de sub-
conjuntos fechados em X que tem a PIF e conjuntos pequenos, a sua intersecao
total (| % contém um unico elemento.

Corolario 2.25. Seja X um espago métrico completo e Y C X. O espago métrico
induzido Y ¢ completo se, e tao-somente se, Y ¢ fechado.
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Demonstragdo: Se Y é fechado, entdo pelo Teorema de Cantor Y é completo.
Seja Y completo. Toda sequéncia que converge é Cauchy, logo, por Y ser
completo, o seu limite existe em Y, logo Y é fechado por Proposicao 2.16. O

Exercicio 2.26.
(i) Mostra que diam A = diam A~

(if) Se (x,) é uma sequéncia de Cauchy e tem uma subsequéncia convergente
(xn,), entdo (x,) converge.
(iii) Seja (x,) uma sequéncia em C e x em C.

(a) Mostra que x, — x em C (para a topologia euclidiana) se, e tao-
somente se, x, — x em C,, (para a topologia de S?)!

(b) Mostra que se |x,| — oo em C, entdo (x,) é Cauchy em C.!

(c) Se |x,| = oo em C, entdo (x,) converge em C?

2.3. Fungdes Continuas
Sejam (X,d) e (£, p) espacos métricos e f: X — Q. Seja a em X e ® em Q.

Defini¢ao 2.27. A funcio f tem limite ® em a, denotado por lim,_,, f(x) = o,
se para todo € > 0 existe & > 0 tal que, para todo x em X, se d(x,a) < d entdo

p(f(x),0) <e€.

Ela é continua em a se lim,_,, f(x) = f(a).
Ela é continua se é continua em todos os pontos.

Observemos que a primeira condi¢do lim,_,, f(x) = ® nao é vazia se, e
tao-somente se, a € ponto de acumulacao.

Exemplo 2.28.

-1 s30 continuas.

* Todas as operagdes aritméticas + e -, — e -
* Toda funcao linear sobre um espago vetorial finito é continua.
* Todo polinémio é continuo.

* Todas as fung¢bes especiais como exp, log, sin, cos, tan, arctan ...

Proposicao 2.29. Sejam (X,d) e (Q,p) espagos métricos e f: X — Q. Seja a em X
e = f(a) em Q. Sdo equivalentes as seguintes condigies:
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(i) A fungdo f ¢ continua em a.

(if) A pré-imagem de toda bola aberta em torno de o contém uma bola aberta em
torno de a.

(iii) Para toda sequéncia (x,), se x, — a, entdo f(x,) — .

Demonstragao: (i) = (ii): Se f é continua em a, entdo, com a notacdo em
Defini¢ao B.3, a pré-imagem de toda bola B(f(a),€) contém a bola B(a,d).

(ii) = (iii): Seja O em Q uma bola em torno de a. Pela hipotese, existe
uma bola B em torno de x contida em f~1O. Como x, — x, esta bola B contém
quase todos (isto €, todos exceto um namero finito) membros de (x,). Logo O
contém quase todos os membros de (f(x,)); isto é, f(x,) — f(x) = a.

(iii) = (i): Por contraposicdo: Seja a em X e € > 0 tal que, para todo 6 > 0,
existe ¥ em X tal que d(x,a) < 8 e d(f(x),f (a)) > €. Em particular, para todo
0= % existe x, tal que d(x,a) < Le d(f(x,),f(a)) > €. Logo x, — a, mas

n

Proposicao 2.30. Sejam (X,d) e (2,p) espagos métricos e f: X — Q. Sao equiva-
lentes as seguintes condigoes:

(i) 4 fungao f ¢ continua.
(if) A4 pré-imagem sob f de todo subconjunto aberto é aberta.
(iii) A pré-imagem sob f de todo subconjunto fechado é fechada.

Demonstragdo: Por definicdo, um conjunto G é aberto, se, e tio-somente se, para
todo g em G existe uma bola em torno de g. Por Proposicao B.5, uma funcao
f é continua se, e tdo-somente se, a pré-imagem de toda bola O em Q contém
uma bola B em X a volta de x.

(i) = (ii): Se f € continua e A é um subconjunto aberto em Q , entdo, para
todo x em D = f‘lA, existe uma bola B em X a volta de x; isto é, D é aberto.

(i) = (i): Se O uma bola em Q, entio f~1O é aberto, em particular,
contém uma bola B em X a volta de «x.

(i) < (iii): A pré-imagem de um complemento é o complemento da
pré-imagem. |

Defini¢ao 2.31. Dois espacos topologicos sao homeomdrficos se existem duas
aplicacoes f e g continuas e mutuamente inversas entre eles, isto €, tais que

gof=id=fog
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Exercicio 2.32. Mostra que duas topologias t e 6 sobre o mesmo conjunto X sdao
iguais se, e tao-somente se, a identidade entre os espacos topoldgicos (X, 1) e
(X,06) é um homeomorfismo.

Proposicao 2.33. S¢jam f: X > Y eg: Y — Z. Se f ¢ g sao continuas, entdo a
sua composi¢do g o f: X — Z ¢ continua.

Demonstra¢go: Se U é um subconjunto aberto em Z, entdo (g o f Yy L(U) =
fY(g71(U)) é aberto por Proposicio B.6. O

Corolario 2.34. O conjunto das fungies continuas sobre um dominio (comum) com
valores em C ¢ uma algebra sobre C; isto ¢, se [ ¢ g sao continuas, entdo f +gef - g
sao continuas, ¢ (em particular) se . € C, entdo Mf ¢ continua.

Demonstra¢do: Mostra:

1. Se f e g sao continuas, entdao a funcdo (f,g): X — Y x Y dada por
x — f(x),g(x) é continua para a métrica dmax sobre o produto Y x Y'!

2. A adicdo e multiplicagdo C X C — C para a métrica dyax (sobre o seu
mesmo dominio) sdo continuas!

Aplica Proposi¢ao 2.33! o
Exercicio 2.35.

(i) Mostra que toda fun¢do f: R — R nao-nula que é continua, aditiva e

multiplicativa (isto é, f(a+b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f (b)) éa
identidade!

(if) Mostra que toda fun¢ao f: C — C nao-nula que é continua, aditiva e
multiplicativa ou é a identidade, ou é a conjugacdo complexa!

(iii) Mostra que a condi¢ao da continuidade de f sobre R é dispensdvel para
a conclusao em (i), usando, por exemplo, que

1. o valor de f em todo numero positivo (que é um quadrado) é
positivo,

2. logo f é monotonamente crescente,

3. logo f é continua.
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(iv) Mostra pelo Lema de Zorn, vide Teorema E.2, que todo automorfismo
de qualquer subcorpo de C se estende a C; em particular, a condi¢ao da
continuidade de f sobre C é indispensdvel para a conclusdo em (ii)!

Dica: Define a relacao g > f entre homomorfismos sobre subcorpos de
C por g estende f, e mostra que ela satisfaz as condi¢cdes do Lema de
Zorn para obter um elemento méaximo F (semelhante a sua aplica¢do em
Apéndice E.2). Para mostrar que o dominio D de F é C, mostra que, dado
x em C — D, existe uma extensao G de F cujo dominio inclui x.

2.4. Fungoes Uniformemente Continuas

Defini¢ao. Uma aplicacdao f entre espacos métricos € uniformemente continua
se

para todo € > 0, existe & > 0 tal que d(x,y) < & implica d(f(x),f(y)) <€
para todo x, y. Uma aplicacao f entre espagos métricos é Lipschitziana se
existe uma constante M > 0 tal que d(f(x),f(y)) <M -d(x,y)

para todo x, y.

Observemos que se f é Lipschitziana, entdo é uniformemente continua para
0 = {1

Enquanto a definigio de uma aplicagdo continua é possivel sem falar de
uma métrica, mas apenas de topologia, para a definicdo de uma aplicacao
uniformemente continua é indispensavel que o seu dominio e contra-dominio
sejam espac¢os meétricos.

Exemplo.

* Qualquer polinémio, por exemplo, x%, fornece uma funcio continua. Esta
é uniformemente continua sobre uma bola fechada de R ou C; mas nao
sobre R ou C inteiro!

* A radiciagdo v/x sobre [0,%] para todo n € N é uniformemente continua,
mas nao € Lipschitziana! (Como a sua derivada ¢ ilimitada a volta de 0.)

* Toda funcao linear é continua se, e tio-somente se, é Lipschitziana.

Se existem aplicacdes mutuamente inversas
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* continuas entre dois espacgos topoldgicos X e Y, isto é, sao homeomorficos,
entdo tém as mesmas propriedades (por exemplo, X é conexo [vide
Secao 2.5] se, e tao-somente se, Y é conexo),

o lineares entre dois espacos vetoriais X e Y, isto é, sdo isomorficos, entdao
tém as mesmas propriedades (por exemplo, X é de dimensdo finita se, e
tao-somente se, Y é de dimensao finita), e

* uniformemente continuas entre dois espacos métricos X e Y, entdo tém as
mesmas propriedades (por exemplo, X é completo se, e tio-somente se,
Y é completo).

Por exemplo, exp e log sao homeomorfismos entre R e ]0,c0[, mas enquanto
R é completo, ]0,c0[ ndo é completo.

Defini¢ao. Para um subconjunto A de X define a funcdo distancia d(-,A) a A
sobre X por
d(x,A) :=inf{a € A : d(x,a)}.

Se A C B, entdao d(-,A) < d(-,B).
Proposicao 2.36.
e d(x,A) =d(x,A).
e d(x,A) =0 se, e t@o-somente se, x em A~.
o |d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y) para todos os x, y em X.

Demonstra¢go: Ad (i): Como A C B implica d(-,A) < d(-,B), em particular
d(-,A) <d(-,A7). Se a € A7, entdo por Proposi¢do 2.10.(vi) para todo € > 0
a bola B(a,€) intersecta A. Logo, d(a,x) < d(A,x) + € para todo € > 0, isto é,
d(a,x) < d(A,x). Como a foi arbitrario, d(A7,x) < d(A,x).

Ad (ii): Seja B € X. Se x € B, entdo d(x,B) = 0. Em particular, se x € A™,
entdo d(x,A) = d(x,A”) = 0 por (i). Temos d(x,A) = 0 se, e tdo-somente se,
existe para todo € > 0 um a em A tal que d(x,a) < €; isto é, se, B(a,e) NA # 0.
Por Proposi¢ao 2.10.(vi), isto vale se, e tdo-somente se, a € A™.

Ad (iii): Pela desigualdade triangular

d(x,A) = inf{a € A : d(x,0)} < inf{a € A: d(x,9) +d(p,a)} = d(x,y) + d(5,A)

e, trocando x por y

d(y,A) =d(x,y) +d(x,A)
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Isto é,
|d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y).

Parte (iii) diz que d(:,A): X — R é uma func¢ao Lipschitziana para M = 1.
As funcoes uniformemente continuas ou Lipschitzianas nao sao fechadas sob
multiplicacdo; apenas as que sao limitadas.

Teorema 2.37 (Completamento). Para todo espago métrico X existe um (iinico)
espago métrico completo X com uma aplicagdo (uniformemente continua) X — X
tais que para qualquer espago métrico completo Y com uma aplicacao (uniformemente
continua) X — Y, existe uma aplicagio (uniformemente continua) X — Y que a fatora,
isto ¢

L

Demonstragao: Definimos o conjunto
X := { sequéncias de Cauchy em X }/~

(e no qual X se injeta pelas sequéncias constantes) onde a relacdo de equivaléncia
~ é definida por (x,) ~ (y,) se d(x,,y,) — 0. A funcao distancia d é definida
por
d( (x2) ], [(n) D) = lim d(xp,yn)

para representantes (x,) e (y,) das classes de equivaléncia [(x,)] e [(yn)].
Observe que é bem-definida, isto é, independente dos representantes das classes
de equivaléncia. Se (x,) € uma sequéncia de Cauchy (de classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy) com x, = [(x,, : m € N)], entdo ela converge a
sequéncia diagonal x = (x,, : € N). (O leitor é convidado a convencer-se da
existéncia da aplicacdo X — Y.) O

Exercicio 2.38.

(i) Questao: Se f e g sao duas funcdes uniformemente continuas respecti-
vamente Lipschitzianas, entdo a sua composicao f o g é uniformemente
continua respectivamente Lipschitziana?

(if) Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico X e f uma
funcao sobre X.

Mostra:
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(a) Se f é uniformemente continua, entdo (f(x,)) é Cauchy.

(b) Fabrica um espago métrico de X, uma funcdo continua f sobre ele e
uma sequéncia de Cauchy (x,) em X tal que (f(x,)) nao é Cauchy.

Dica: A sequéncia (a,) com a, = % em X :=]0,00[ é Cauchy e
f:X — R definida por x — % é continua, mas (f(a,)) nao é

Cauchy!

(iii) Sejam X e Y espagos métricos, e f: D — Y uma funcao definida sobre
um subconjunto D C X.

Mostra: Se D é denso, Y completo e f é uniformemente continua, entao
[ estende-se de modo Ginico continuamente a X; isto €é, existe uma nica
fungdo F que é continua sobre X e cuja restrigdo Fpy = f.

(iv) Seja X um espaco topolégico, Y um espaco métrico e f: D — Y uma
funcdo definida sobre um subconjunto D € X. Um ponto a em X é rigido
se para todo € > 0 existe um conjunto aberto U 3> ¢ em X tal que

d(f(x),f(y)) <e paratodo x,y € UND.

Mostra: Se Y é completo, entdo f estende-se de modo tnico continua-
mente a todos os pontos rigidos; isto é, se E denote o conjunto de todos
os pontos rigidos em X, entdo existe uma tunica fun¢io F que é continua
sobre E e cuja restri¢do Fipy = f.

Dica: Dado ¢ em E, usa a Generalizacao do Teorema de Cantor Exerci-
cio 2.24 para encontrar F(e).

Seja f: X — Y é uma funcao entre dois espacos métricos. Se é uniforme-
mente continua, entdo preserva sequéncias de Cauchy, isto é, se (x,) é uma
sequéncia de Cauchy, entdao f(x,) é uma sequéncia de Cauchy. Porém, o im-
plicacdo reciproca nao vale! Por exemplo, se X e Y sdao completos, entdo toda
funcao continua, como preserva sequéncias convergentes, preserva sequén-
cias de Cauchy. Mas existem fung¢des continuas que nao sao uniformemente
continuas sobre espacos completos; por exemplo, a parabola x > x? sobre R.

Exercicio 2.39. Seja ¢: C — Co a projecdo estereografica. E ¢ ou o seu inverso
¢! (restrita & imagem de ¢) uniformemente continua?
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Aplicagoes Lineares. Lembremo-nos que uma norma ||-|| sobre um espago
vetorial V induz a métrica d(x,y) := ||x — y]|.

Em geral, uma fungao qualquer com valores em um espaco métrico é chamada
de limitada se a sua imagem € limitada, isto é, contida em uma bola. Porém,
uma funcao linear ¢ entre espacos vetoriais normados nunca é limitada neste
sentido; em vez disso, ¢ é chamada de limitada se a sua imagem de uma
(ou, equivalentemente, de toda) bola é contida em uma bola; por exemplo,
a sua imagem da bola unitaria fechada. (Equivalentemente, ¢ é limitada se,
e tao-somente se, ¢ preserva conjuntos limitados, isto é, a sua imagem de todo
conjunto limitado é limitado.) Veremos que, entre outras caracterizacgoes, a de
ser limitada ou Lipschitziana para uma funcao linear sao equivalentes:

Lema 2.40. Para uma aplica¢ao linear entre espagos vetoriais normados sao equiva-
lentes:

(i) ¢ continua,

(ii) € continua em 0,
(iii) ¢ limitada,

(iv) ¢ Lipschitziana.

Demonstrag¢ao: Seja f: V — W uma aplicacdo linear entre espacos vetoriais
normados sobre um corpo normado K.

(i) = (ii): Claro.

(ii) = (iii): Por contraposicao: Se f € ilimitada, entdo existem £, em V
com ||4,|| <1 tal que ||f(4,)|| = n. Logo H, := %hn — 0, mas [|[f(Hy)| =1,
em particular, (f(H,) : n € N) ndo converge. Isto é, f nao é continua em 0.

(iii) = (iv): Seja £(B(0,1)) € B(0,M). Para todo x e y em V,

d(f ()£ ) = If ) = FOI = 1IN = AIF Q7 B

onde & := x — y e A em K ndo-nulo tal que |A|||%]| < 1. Como f(B(0,1)) C
B(0,M), isto &, ||/ (h)] < M]|A]|,

IMIF ORI < IMMIAT - £l = MIA|] = Mx - y] = Md(#, ).

(iv) = (i): Claro. m|

35



Exercicio 2.41. Seja V = RN o espaco vetorial das sequéncias cujas entradas
reais sdo quase todas nulas (= todas, exceto um numero finito) e a sua norma
dada por ||(a,)|| := max{|a,| : n € N}; Seja {e, : » € N} a base canonica dos
vetores cujas entradas sao todas 0 exceto a n-ésima a qual é 1. Mostra que a
aplicacdo linear f: V — R definida por ¢, — 7 nio é continua!

Equivaléncias entre Métricas e Normas. Duas métricas sdo fopologicamente
equivalentes se os seus conjuntos abertos sao os mesmos.

Exercicio 2.42 (Continuacido de Exercicio 2.2). Mostra: Se d é uma métrica,
entdo a métrica limitada ﬁ é topologicamente equivalente a d!

Em um espaco métrico, as sequéncias convergentes determinam os conjuntos
fechados por serem os que contém os limites das sequéncias convergentes neles;
logo, os conjuntos abertos como complementos destes conjuntos. Utilizemos
esta observacio:

Defini¢do. Duas métricas d’ e d” sobre o mesmo conjunto X sao (Lipschitz-
Jequivalentes se existem constantes ¢ e C positivas tais que

c-d<d’ <C-d,

isto é, a identidade entre os espagos métricos (X,d") — (X,d”) e (X,d”) —
(X,d’) é Lipschitziana.
Duas métricas d’ e d” sobre o mesmo conjunto X sdo

(i) wunmiformemente equivalentes) se tém as mesmas sequéncias de Cauchy se, e
tao-somente se, a identidade entre os espagos métricos (X,d") — (X,d”)
e (X,d”) — (X,d") é uniformemente continua,

(ii) topologicamente equivalentes) se tém as mesmas sequéncias convergentes se,
e tdo-somente se, a identidade entre os espagos métricos (X,d") — (X,d”)
e (X,d”) — (X,d’) é continua.

Exercicio 2.43. Mostra que, apesar das métricas d, d; e dpax sobre R X R em
Exemplo 2.1 serem diferentes, sdo equivalentes!

Dica. Mostra que
[-lmax < -1 < [I-lle < 2+ [l max;

isto é, a identidade entre os espagos métricos dados pelo conjunto R X R e as
métricas d, d; e dmax s@o Lipschitzianas; em particular, continuas. Conclui por
Exercicio 2.32!
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Se duas métricas sdo Liptschitz-equivalentes, entdo sdo uniformemente equi-
valentes; Se duas métricas sdo uniformemente equivalentes, entdo sdo topologi-
camente equivalentes. Contudo, vale nenhum inverso:

Exercicio 2.44. Mostra que as métricas d e % nao sao uniformemente equiva-
lentes!

Exercicio 2.45. Fabrica duas métricas

* com a mesma topologia, mas sequéncias de Cauchy diferentes, e

* com as mesmas sequéncias de Cauchy, mas que ndo sdo equivalentes.

Dica. Para a primeira construgdo, observa que, por exemplo, exp e log sao
aplicacoes continuas e mutuamente inversas entre R e |0, c0[, mas um espaco
métrico e completo e outro nao.

Exercicio 2.46. Mostra que se duas métricas d’ e d” sobre um espago vetorial sdo
induzidas por normas ||-|| e [|-]|”, entdo elas sdo topologicamente equivalentes
se, e tdo-somente se, elas sdo Lipschitz-equivalentes, isto é, existem constantes
¢ e C positivas tais que

cll- < I-I1” < CII
Dica. Usa Lema D.4.

Logo, se duas distancias sio ambas induzidas por normas, entdo sdo equiva-
lentes: a sua equivaléncia

* topoldgica,
e uniforme, e

¢ de Lipschitz.

Por isso, chamemos duas normas simplesmente de equivalentes se satisfazem
uma (se, e tdo-somente se, todas) destas trés equivaléncias.

Proposicao 2.47. Sejam ¥ ¢ E dois espagos vetoriais normados com F 2 E. Se E ¢
fechado, entao a fungao sobre ¥ /E definida por

If +Ellp/e = inf{[| f +ellr : e € E}
¢ uma norma e a aplicagdo linear
F — F/E
f—f+E

é continua.
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Demonstragao: Temos || f +E||lr/g = O se, e tio-somente se, existe uma sequéncia
¢, em E tal que f+¢, — 0. Como E é fechado, f+E é fechado, logo 0 = lim f +e¢,
em f + E. As outras propriedades de uma norma para ||-||r/r seguem das de
ll-ll-

Por defini¢do ||x(-)|lg/g < ||-|lr, isto é, n: F — E/F € 1-Lipschitziana; em
particular, continua. m]

Chamemos a norma sobre F/E de norma quociente e a aplicagao F — F/E de
aplicagdo quociente.

Proposicao 2.48. Sejam ¥ ¢ E dois espagos vetoriais normados com F 2 E. Se E ¢
F/E sao completos, entdo ¥ ¢ completo.

Demonstragao: Seja f, uma sequéncia de Cauchy em F

Como F/E é completo, existe f em F tal que f, + E — f +E, isto é, || f, —
flge — 0.

Por defini¢do de ||-||r/g, existe uma sequéncia (e,) em E tal que || f,— f +e,|| —
0; logo, (e,) é Cauchy. Como E é completo, existe ¢ em E tal que ¢, — e.

Logo, IIfy = f +ell = 0. 0

Corolario 2.49. Seja V um espago vetorial normado sobre um corpo normado K. Se
K ¢ completo e dim'V < oo, entd@o V ¢ completo; em particular, todo subespago de um
espago vetorial de dimensao finita é fechado.

Demonstra¢go: Como K é completo, todo espago vetorial normado de dimensao
1 sobre K é completo. Logo, por inducao, usando Proposicao 2.48, V é completo.

Como um subconjunto em um espago métrico completo é fechado se, e tao-
somente se, é completo, em particular todo subespa¢o de um espaco vetorial
de dimensao finita é fechado. m]

Observemos que em comparacao a outras demonstracdes da equivaléncia
entre normas ou da continuidade de aplicagdes lineares sobre um espaco vetorial
de dimensao finita (que sdo corolarios mutuos como mostra Corolario 2.51), a
elaborada em baixo nao usa propriedades especificas de R como o Teorema de
Heine-Borel:

Exercicio 2.50. Seja f: V. — W uma aplicacido linear entre dois espagos vetoriais
normados sobre um corpo normado K. Se dimV < co e K é completo, entdao
f €é continua.

Dica. Demonstremos os seguintes passos em dada ordem:
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(i) Um funcional sobre V, isto é, uma aplicacao linear f: V — K, é continua
se, e tio-somente se, ker f = f~1{0} é fechado.

(ii) Seja f: V — W € uma aplicacao linear entre dois espagos vetoriais
normados. Se dimV = n < co, entdo existem funcionais fi, ..., f, sobre
Vewi,...,w, em W tais que f(-) = i(-)w1 + -+ fu () wy.

(iii) Como um subconjunto em um espago métrico completo é fechado se, e
tao-somente se, é completo, por Corolario 2.49 os funcionais fi, ..., f,
sao continuos. Logo f é continua.

Corolario 2.51. Seja K um corpo normado e sejam (i) e (ii) as implicagoes seguintes:

(i) Seja f:V — W uma aplicagio linear entre dois espagos vetoriais normados
sobre K. Se dim 'V < oo, entdo f ¢ continua.

(ii) 7Zodas as normas sobre um espago vetorial de dimensdo finita sao equivalentes.
Temos (i) implica (ii) e, se K é completo, entdo (ii) implica (i):

Demonstragao: (i) = (ii): Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e

denote V' o espaco vetorial V munido com a norma ||-||" e V" o munido com a

norma ||-||”. Como as identidades V' — V” e V” — V’ sdo lineares, logo, pela

hipétese, elas sdo continuas. Em particular, sdo reciprocamente inversas; isto ¢,

V’ e V” sao homeomorficos; por Exercicio 2.46, as normas sao equivalentes.
(i) = (i): A aplicacdo linear f: V — W fatora em

T
V » V/ker f = im f — W.

Como K é completo e dimV < oo, o subespaco dimker f é fechado. Logo
V —» V/ker f é continua.

Uma inclusao im f < W (onde o lado esquerdo tem a topologia induzida
do lado direito, aqui, a dada pelos conjuntos U Nim f para U um subconjunto
aberto em W) é sempre continua.

Seja v1, ..., v, uma base de V/ker f e w1 = T(v1), ..., w, = T(v,) os seus
valores sob T: V/ker f — im f. Pela hipotese, as normas sido equivalentes as,
por exemplo, dadas por

Ao+ -+ Xop]l = [Mr]+- -+ [Aa] e [[Mwr+-- -+ Myl = [A]+- - +[Ay].

Logo [|T(v)|| = ||v||; em particular, T é continua.
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Logo f: V — W como composi¢ao

T
V»V/kerf >imf — W

de aplica¢des continuas é continua. m]

2.5. Conexidade

Uma cis@o de X é uma uniao
X=AUB

de subconjuntos A e B em X tais que ANB™ =0=A"NB.

Observacdo. Uma uniao
X=AUB

€ uma cisdo de X se, e tdo-somente se, X € uma unido disjunta
X = AUB,
tais que, equivalentemente, como A e B sio mutuamente complementares,
* ou A, ou B, é no mesmo tempo aberto e fechado,
e ambos A e B sdo abertos,
e ambos A e B sdo fechados.

Demonstra¢do: Se
X=AUB

tais que ANB™ =0 = A” N B, ou, equivalentemente, AC X-B eB C X-A",
entdo, como todo subconjunto é contido no seu fecho, A e B sao disjuntos.
Logo X -B = A € X - B7, ou, equivalentemente, B 2 B™, logo, como todo
subconjunto é contido no seu fecho, B = B~ e, da mesma maneira, A = A™.

Se

X = AUB,
onde A e B sao ambos fechados, entio A=A e B=B" e
ANB " =AnB=0=ANnB=A"nNnB.

Um espago métrico X é conexo se toda cisdao X = A U B é trivial, isto é, ou A,
ou B é vazio, e ele é desconexo se existe uma cisio nao-trivial. Formulemos de
uma maneira mais palpavel:
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Definicdo 2.52. Um espaco métrico X é conexo se os tinicos subconjuntos
de X que sdo, no mesmo tempo, fechados e abertos sdo X e (. Equivalente-
mente, X é desconexo se existem subconjuntos, ambos nao-vazios e abertos (ou,
equivalentemente, fechados), Y e Z tais que X = YUZ € a sua unido disjunta.

Exemplo 2.53. Se
X =B(x’,€’) UB(x",€”

é a unido de uma bola aberta e de outra bola fechada que ndo se toquem, isto é,
tais que d(x,x”) > €’ + €”, entdo ambas as bolas sdo abertas e fechadas em X;
isto é, X é desconexo.

Teorema 2.54. Seja f: X — Y continua. Se a sua imagem f (X) ¢ desconexa, entdo
X ¢ desconexo, ou, equivalentemente, se X ¢ conexo, entdo a sua imagem f(X) ¢ conexa.

Demonstragao: A operacao da pré-imagem sob f preserva conjuntos abertos, a
unido de conjuntos e conjuntos disjuntos. m]

Conexidade na reta e no plano. Como caracterizar a conexidade na reta
e no plano geometricamente?

Lema 2.55. Um subconjunto X em R ¢é um intervalo se, e tao-somente se, para cada
par de pontos a ¢ b em X, o intervalo inteiro [a,b] C X.

Demonstrag¢do: Se X é um intervalo, entdo para cada par de pontos a e b em X,
o intervalo inteiro [a,b] C X.

Se X em R € tal que, para cada par de pontos a e b em X, o intervalo inteiro
[a,b] € X, entdo ponhamos

A=inf{a e X} e B=sup{beX}.

Temos

X ¢ | J{la.b]: a.b € X} =]A,B[.

Como para cada par de pontos a e b em X, o intervalo inteiro [a,b] C X,
obtemos
X-]A,B[C {A,B}.

Proposicao 2.56. Um subconjunto X em R ¢ conexo se, e t@o-somente se, X é um
intervalo.
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Demonstragdo: Seja X um intervalo fechado a esquerda e a o seu ponto extremo
inicial. (A demonstracdo para o intervalo aberto a esquerda prossegue da
mesma maneira.) Seja A C X um subconjunto proprio aberto que contenha a.
Para mostrar que X é conexo, precisamos de mostrar que A nao é fechado, isto
é, existe uma sequéncia em X cujo limite nao pertence a A: Como A é aberto e
contém a, existe € > 0 tal que [a,a + €[C A. Seja

r =sup{e : [a,a+€[C A}.

Como [a,a + €[C A para todo € < 7, também [a,a +r[= .., [a,a +€[C A.
Existe uma sequéncia (monétona) (a +€,) em A tal que a+€, — a+r.
Contudo, a + r ¢ A: Caso contrario, por A ser aberto, existiria § > 0 tal que

[a,a+7r+3[C A, em contradi¢ao a definicao de r como supremo.

Se X é conexo, entdo mostremos que X é um intervalo, por Lema 2.55, se,

e tao-somente se, para cada par de pontos a e b em X, o intervalo inteiro

[a,b] € X. Isto é, por contraposicdo, se X nao é um intervalo, entdo existem

pontos x e y em X tais que z ¢ XN [x,y]. Sendo assim, podemos construir uma

cisdo nao-trivial do conjunto X por

X=AUB comA=XN]-o00,z[ e B=XN]z,00[.

e verifiquemos que sdo ambos abertos, ndo-vazios (porque x em A e y em B),
disjuntos e a sua unido é X Logo, X é desconexo. m]

Corolario 2.57. Se f: X — R ¢ continua ¢ X ¢ conexo, entdo f(X) ¢ um intervalo.
Demonstragao: Por Teorema 2.54 e Proposicao 2.56. O
Em particular, se X é um intervalo em R, entao obtemos:

Teorema 2.58 (Teorema do Valor Intermediario). Se f: [a,b] — R ¢ continua
¢ f(a) < &< f(b), entdo existe x em [a,b] tal que f(x) = E.

Ao invés de R” para n em N, o leitor pense em seguida no caso geome-
tricamente mais acessivel n = 2 quando C = R X R como espaco vetorial
normado.

Um segmento (de uma reta) entre dois pontos a e b = a + & em R”, denotada
por [a,b], é a imagem da aplicacdo [0,1] — R" dada por

t— a+th.
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Um poligono ou caminho poligonal P é a uniao de secgdes de retas [zp,21], [21,22],

vy [Zn—l’zn]a
P =[20,21] U [21,22] U ... U [24-1,24].

Isto é, tal que o fim de um segmento de reta é o inicio do segmento de reta
seguinte. O caminho poligonal conecta ou liga a e b se zyp = a e z, = b. Dois
pontos sdo ligados se existe um caminho poligonal que os conecta.

Teorema 2.59. Seja G € R"™. Se para todo par de pontos a ¢ b em G existe um
caminho poligonal que conecta a ¢ b em G, entdo G ¢ conexo. Se G ¢ um subconjunto
aberto, entdo a implicagda inversa vale, isto é, se G é aberto e conexo, ent@o para todo
par de pontos a ¢ b em G existe um caminho poligonal que conecta a ¢ b em G.

Demonstragdo: Se G desconexo, entdo mostremos que existe um par de pontos
que nenhum poligono em G consegue conectar. Seja G = AUB a unido disjunta
de dois subconjuntos abertos nao-vazios A e B. Seja L = ¢([0,1]) um segmento
em G. Como [0,1] é conexo, im ¢ = L é conexo. Como G = AUB para dois
subconjuntos abertos, ou L C A, ou L € B. Logo, nao existe segmento em G
que conecta um ponto em A com outro em B.

Se G é conexo e aberto, entio mostremos que para qualquer a) em G, o
conjunto

A ={a e G:aéligado com ap}

é aberto e fechado; logo, como G é conexo, A = G. Observemos que
* todo par de pontos em uma bola é ligado (por um segmento), e

* se x e y sdo ligados, entdo y e z sdo ligados se, e tdo-somente se, x e z
sao ligados

Seja a em G. Como G ¢ aberto, existe uma bola B dentro de G a volta de a.
Logo, todo 4 em B é ligado com a. Pela observacao, todo 4 em B ¢ ligado com
ap se, e tdo-somente se, a é ligado com ay. Isto é, se 2 em A entdo B C A, e se
a ¢ A, entaio BN A =0. Isto é, A é aberto e X — A ¢é aberto. O

Corolario 2.60. Se G em R" ¢ aberto ¢ conexo, entdo para todo par de pontos existe
um poligono em G cujos segmentos s@o paralelos, ou ao eixo real, ou ao eixo imagindrio.

Demonstragao: Pela mesma demonstracdo como acima, no entanto, restringe A
aos pontos cujos poligonos satisfazem uma tal condi¢dao. Em vez de [z,z + /]
em B(zg,€), com & = x + iy,
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1. decompde ¥ = X1+ -+ X, € ) = y1+ -+, com [x1],...,|x,] < [x] e
Il lpal < Iyl

2. escreve

20=2, 2Zp=2z+h e zp=z20+(x1+ - +xp)+i(y1+-+ym),

3. e usa o poligono

P=[z,z+x1|U[2+x1,2+x1+ip1]U... U[2y-1, 251+ X, U [2p-1 + Xy, 2+ 1]
onde 7 é escolhido suficientemente grande para garantir P C B(zp, €). o

Componentes Conexos. Mostremos que todo conjunto S em um espaco
métrico é canonicamente a unido de espacos conexos:

Defini¢do 2.61. O subconjunto D de um espago métrico X é um componente
(conexo) de X se D é um subconjunto conexo mdximo, isto €, ndo existe outro
subconjunto conexo em X que (propriamente) contém D.

Exemplo 2.62.

* Em Exemplo 2.53, o conjunto desconexo
X=AUB comA=B(x",¢e) e B=B(x",€"
tem os unicos componentes A e B.

e Em X = {0,1,%,%,. ..} (cuja métrica é a restricao da sobre R) os com-
ponentes sdao os pontos. Enquanto todos os componentes {1}, {%}, {%},
...sdo abertos, o componente {0} ndo é aberto (como o seu complemento
nao é fechado porque contém a sequéncia (%), mas ndo o seu limite).

Exercicio 2.63. Seja X um espago métrico e Y C X.
* Se G é um subconjunto aberto em X, entao GN'Y é aberto em Y.
* Se G é fechado em X, entao GNY é fechado em Y.

Lema 2.64. Seja D = {D; : j € J} uma colecio de subconjuntos conexos de X tal que
D # 0. EntaoD =D ¢ conexo.
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Demonstragdo: Seja A em D nao-vazio, aberto e fechado. Logo todo AND; é
aberto e fechado por Exercicio 2.63. Como D; é conexo, AND; é ouDj, ou
0. Como A # 0, existe um jy tal que D, N A # 0; logo D;, N A = D,; isto é,
Dj, € A. Como (D # 0, todo D; N A # 0; logo todo D; N A = D;. Isto ¢, todo
D; C Ajisto ¢, D= D C A;isto é D é conexo. O

Teorema 2.65. Seja X um espago métrico.

(i) Zodo ponto xo em X pertence a um componente de X
(ii) Dois componentes diferentes sao disjuntos.

Demonstragdo: Ad (i): Seja 6 a colecao de todos os subconjuntos conexos de X
que contém xy. Como {xp} € € é ndo-vazia. Por Lema 2.64, C = [ J 6 € conexo.
E maximo por defini¢ao de 6.

Ad (ii): Sejam C’ e C” componentes. Se C' N C” # 0, entao por Lema 2.64
C=C"uUC” é conexo. Logo C=C" ou C=C". m]

Proposigao 2.66.

e Se A em X éconexoe A C B C A™, entdoB ¢ conexo.

o Se C é um componente de X, entao C ¢ fechado.

Demonstragao: Ad (ii): Se C é conexo, entdo C~ 2 C é conexo por (ii); como C
€ maximo, C~ = C. Logo basta demonstrar (i).

Ad (i): Por contraposi¢do: Seja B desconexo, isto é, B = CUD com C e D
ambos nio-vazios e abertos em B. Logo A = CUD onde C=CnAeD=DnA
sdo ambos abertos em A. Para concluir, falta demonstrar que nenhum dos dois
é vazio: Como C C B C A™ contém algum x em A~, por Proposi¢do 2.10.(vi),
a interse¢io C = C N A do conjunto aberto C com A ndo é vazia; da mesma
maneira, D nido é vazio. a

Teorema 2.67. Seja G € C Se G ¢ aberto, entdo os componentes de G sdo abertos ¢ a
quantidade deles ¢ enumerdvel.

Demonstragao: Seja C um componente de G e xp em C. Como G ¢ aberto, existe
uma bola B > xy dentro de G. Por Lema 2.64, CUB é conexo. Por C ser maximo
BcG.

O subconjunto enumeravel E = Q + iQ N G é denso, isto é, toda bola em
G intersecta E. Como todo componente em G é aberto e eles sdo disjuntos,
existem um ponto em E diferente dos outros componentes; logo, a quantidade
dos componentes é < a cardinalidade de E, logo enumeravel. |
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Exercicio 2.68. Questdo: Quais sdo os componentes conexos de
(i) X={z:]z| <1} U{z:]z-2| <1}
s _ 1.
(i) X=[0,1[u{1+ 5 :n>1}
(ili) X=C—-(AUB) com A =[0,00[ e B={r(cosO+isin0):0 € [0,0] e 7=
0}

2.6. Compacidade

Seja X um espago métrico.

Defini¢dao. Seja K um subconjunto de X. Uma cobertura de K é uma familia de
subconjuntos abertos

%:{UIZEI}

de X tal que a sua unido contenha K, isto é

U%QK

O espago K é compacto se toda cobertura U de K tem um refinamento finito; isto
é, se contém uma subcobertura finita de K; isto é, existem Uy, ..., U, em U tal
que U1 uU...UU, 2 K.

Exemplo 2.69.
» Todos os conjuntos finitos sdo compactos

* abola unitaria aberta B(0,1) ndo é compacto em R: a cobertura B(O,l—%)
contém nenhuma subcobertura finita.

Proposigao 2.70. Se¢ja K um subconjunto de X.
(i) Se K ¢ compacto, entdo é fechado.
(ii) Se K ¢ compacto, entdo ¢ limitado, isto ¢, contido em uma bola.
(iii) SeF ¢ fechado ¢ F C K, entdao F ¢ compacto.

Demonstragdo: Ad (i): Mostremos que K = K™ por contraposicdo: Seja K # K7,
isto é, exista x € K™ — K, e mostremos que K nao é compacto, isto é, existe uma
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cobertura 6 de K tal que K ¢ U U...UU, para quaisquer Uy, ..., U, € 6.
Seja
_ 1
6={C,:neN} comC,:=X-B(x,—)
n

uma cobertura de K.

Como x € K7, por Proposicao 2.10.(vi), toda bola em torno de x intersecta
K. Em particular, toda bola da forma B(x, %) intersecta K; equivalentemente,
nenhum conjunto C, = X — B(x, %) em € contém K.

Como C; € Cg C ..., a unido de toda colecao finita {C;,...,C; } de € é
contida em Cj para i = max{i,...,i,}. Logo, nenhuma cole¢ao finita de 6
cobre K.

Ad (ii): Por contraposicao: Se K é ilimitado, isto é, contido em nenhuma
bola B(0,7) para n em N, entdo € = {B(0,z) : n € N} é uma cobertura de K
sem refinamento finito.

Ad (iii): Seja K compacto e F em K um subconjunto fechado. Seja ‘6 uma
cobertura de F. Logo @ = 6 U {X — F} é uma cobertura de K; Como K ¢é
compacto, existe uma subcobertura finita de 2; logo uma subcobertura de &
finita de F. O

Observagao 2.71. Todo subconjunto compacto é fechado e limitado; porém, a
implicacdo inversa nio vale em geral, isto é, existe um espa¢co métrico com um
subconjunto limitado e fechado que nao é compacto!

Por exemplo, seja V = R™N) o espago vetorial das sequéncias cujas entradas
reais sdo quase todas nulas (= todas, exceto um numero finito) e a sua norma
dada por |[|(a,)| := max{|a,| : » € N}; em particular, ||-|| induz a métrica
d(a,b) = |la — b]|. Seja B = {¢, : n € N} a base canénica de V dada por ¢, = a
sequéncia cuja tinica entrada nao-nula é a n-ésima com valor 1. O conjunto B
é limitada e, como d(e,,e,) =1 se (e tio-somente se) n # m, ele tem nenhum
ponto de acumulacao, logo é fechado. Porém, a cobertura de B dada pela
colecao

{B(en,1) : m € N}

nao tem refinamento finito porque B(e,,1) N B = {e¢,}.

Contudo, o Teorema de Heine-Borel abaixo mostrara que para X =R (e os
seus produtos finitos), a implicacdo inversa vale: todo subconjunto limitado e
fechado em R (e nos seus produtos finitos) é compacto.

Recordemo-nos de que uma coleg¢ao € de subconjuntos de um espaco métrico
X tem a Propriedade de Intersegoes Finitas ou a PIF, se para todos Cy, ..., C, em
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‘6 a sua intersecdo C; N ... N C, # 0. Por exemplo, a cole¢ao dos conjuntos
X - B(O,%) para n em N tem a PIF.

Proposigao 2.72. Um subconjunto K em X é compacto se, e tao-somente se, para toda
colecao 6 de subconjuntos fechados em K, se € tem a PIF, entdo ()6 + 0.

Isto ¢, se a interse¢do entre todos os conjuntos de uma colecdo 6 de subconjuntos
fechados em K ¢ vazia, entdo jd a interse¢do entre um nimero finito de conjuntos em 6
¢ vazia.

Demonstragdo: Seja F uma colecao de subconjuntos em X tal que: Se & tem
a PIF, entao (| F # 0; ou equivalentemente, por contraposicao: Se (" F = 0,
entdo ha um namero finito de conjuntos em % cuja intersecdo é vazia; ou
equivalentemente, para a colecao dos complementos 6 = {X - F : F € F}: Se
U6 = X, entdo ha um numero finito de conjuntos em € cuja unido é X.

Concluimos em particular que toda cole¢do de subconjuntos fechados em X
tem a PIF se, e tao-somente se, X é compacto.

Todo subconjunto K em X é compacto se, e tio-somente se, é relativamente
compacto, isto é, toda cobertura de conjuntos abertos em K, isto é, de conjuntos
da forma UNK para U um subconjunto aberto em X, tem um refinamento finito.
Equivalentemente, se, e tio-somente se, toda colecao F de conjuntos fechados
em K, isto é, de conjuntos da forma K N F para F fechado em X, tem a PIF.

Se K é compacto, entdo é fechado por Proposi¢ao B.8. Logo um conjunto é
relativamente fechado, isto ¢é, fechado em K se, e tdo-somente se, é fechado em
X. Concluimos que toda cole¢do de subconjuntos fechados em K tem a PIF se,
e tao-somente se, K é compacto. |

Corolario 2.73. Todo espago métrico compacto é completo.

Demonstragdo: Pela caracterizacdo da completude pelo Teorema de Cantor,
Teorema 2.22, e por Proposi¢ao B.10. m]

Corolario 2.74. Se X ¢ compacto, entdao todo conjunto infinito tem um ponto de
acumulag¢do.

Demonstra¢do: Por contraposicao: Todo subconjunto infinito contém uma sequén-
cia (x,) de pontos distintos. Se F = {x,} tem nenhum ponto de acumula-
cao, entao Fy := {xN,XN+1,. ..} tem nenhum ponto de acumulagdo para todo
N € N. Logo, por Exercicio 2.17, é fechado. A cole¢ao de conjuntos fechados
{Fn : N € N} tem a PIF; porém (| Fy = 0 porque todos os x, sdo distintos.
Logo, por Proposi¢ao B.10, X ndo é compacto. m]
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Compacidade Sequencial. Caracterizemos a compacidade pela convergén-
cia de sequéncias:

Defini¢ao. Um espago métrico é sequencialmente compacto se toda sequéncia
tem uma subsequéncia convergente.

Nem todo espago topoldgico compacto é sequencialmente compacto como
mostra o seguinte exemplo:

Exemplo. Um funcional sobre um espaco vetorial normado V sobre um corpo
(normado) K é uma aplicagdo linear e continua f: V — K. Denote

V* := { todos os funcionais f: V — K}.
o dual de V. Lema D.4 permite definir a norma || f|| de um funcional f por
/1l == sup{lf ()| : v em V com |[[o]| < 1}.

A topologia fraca® de V* é a topologia inicial das avalia¢oes f +— f(v) para
todos os v em V; isto é, a menor topologia tal que toda avaliagdo ¢,: V* — K
definida por ¢,: f — f(v) seja continua; isto €, a topologia gerada pelas pré-
imagens ¢, U para todas as avaliagdes ¢,: V* — K e conjuntos abertos U em
K.

Formulado de forma mais palpavel pela convergéncia das sequéncias (que
definem os conjuntos fechados, logos os abertos como seus complementos):
Uma sequéncia (f,;) em V* converge se (f,(x)) converge para todo x em V.

Seja

¢(N) == {(ay : n € N) : sup{|a,|} < oo}

o espaco normado pelo supremo das sequéncias limitadas. A bola unitaria
do dual V* de V = #(N) é compacta para a topologia fraca* pelo Teorema
de Alaoglu. Porém, a sequéncia (f,, = [(a,) = au] : o € N) em V* tem
nenhuma subsequéncia convergente: Pela definicio da topologia fraca® e de
Juo» @ sequéncia de funcionais (f,,) em V* converge se, e tao-somente se, toda
sequéncia de reais em V converge; mas existem sequéncias limitadas divergentes.

Contudo, espacos métricos sdo sequencialmente compactos se, e tio-somente
se, sa0 compactos:

Teorema 2.75. Se X ¢é um espago métrico, entdo X ¢ sequencialmente compacto se, e
tao-somente se, X ¢ compacto.
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Demonstra¢go: Mostremos a implicacdo <= por contraposicdo, isto é, se

nao é sequencialmente compacto, entao nao é compacto: Seja (x,) tal que

nenhuma subsequéncia converge, isto é, para todo x em X existe €(x) > 0

tal que B(x,e(x)) N {x,} € finita. Se a cobertura {B(x,e(x)) : x € X} tivesse

um refinamento finito, entao (x,) seria finita, em particular, convergente; em

contradicao ao que nenhuma subsequéncia converge. Logo X ndo é compacto.
Mostremos a implicacio = em trés passos:

(i)

(i)

(iii)

Ad (i):

Ad (ii):

Lema do Nitmero da Cobertura de Lebesgue: Para toda cobertura {U;} existe
€ > 0 tal que, para todo x em X, existe i tal que B(x,€) C U;.

Cota Total: Para todo € > 0 existe uma cobertura finita de X por bolas
B(x,€).

O espaco topologico X é compacto.

Por contraposi¢ao: Se existe uma cobertura {U;} tal que, para todo =z,
existe x, em X tal que B(x,,1/n) é contida em nenhum U;, entdo (x,) tem
nenhuma subsequéncia convergente: Se (x,) tivesse uma subsequéncia
(xn,) tal que x,, — x, entdo

* existe € > 0 e i tal que B(x,e) C U;, e
* existe N tal que x,, em B(x,€) para todo n; > N.
Logo, existe £ suficientemente grande tal que B(x,,, nik) C B(x,e) € Uy;

em contradi¢ao a escolha de x,,!

Por contraposicao: Se existe € > 0 tal que para todo n e a1, ..., a, em X
existe
a ¢ B(aj,e)U...UB(ay,,¢€),

entdo define a sequéncia (x,) por uma escolha arbitraria de x; e a escolha
de
Xn+1 € B(x1,€) U...UB(x,,€).
Se (x,) tivesse uma subsequéncia (x,,) tal que x,, — x, entdo existi-
ria para § > 0 um N tal que x,, em B(x,5) para todo n; > N. Logo,
d(xn;,x4N) < d(xg,,x) +d(x,4N) < § +§ = €, isto &,
Xn, € B(AN,€)

para todo n; > N; em contradicao a escolha de x,, para n; > N!
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Ad (iii): Seja {U;} uma cobertura de X. Seja € > 0 dado por (i) e x1, ..., x, por (ii).
Logo o refinamento dado pelos Uy, ..., U;, que contém respetivamente
X1, ..., X, cobre X. O

Observagdo. A implicacdo <= segue diretamente de Corolario 2.74: Seja (xy)
uma sequéncia em X. Ou S = {x, : n € N} é finito, entdo tem uma subsequéncia
constante, em particular, convergente; ou S € infinito: entdo, por Corolario 2.74
existe um ponto de acumulacdo em S, logo, uma subsequéncia convergente de

Exemplo. Se o corpo K é separavel com subconjunto denso enumeravel D, por
exemplo, K = R ou Q; com o seu subconjunto denso D = Q, entdo o espago
normado pelo supremo

o(N):={(a,:neN):a, — 0}
é separavel pelo conjunto denso enumeravel
E = {(a,) : todos os a, € D e quase todos nulos }.

Logo, para V := ¢(N), a topologia fraca™ sobre V* é métrizavel pela fungao (a
qual é uma métrica por Exercicio 2.2) definida por

_ a lx—y(e)]
A6 = L2

onde ¢j, €9, ...¢é uma enumeragao dos elementos em E. Logo a bola unitaria
em V* é compacta pelo Teorema de Alaoglu, e é sequencialmente compacta
pelo Teorema B.13.

Compacidade de Conjuntos em R. Voltamos & Observacdo B.g e mostra-
mos o Teorema de Heine-Borel: Todo subconjunto limitado e fechado em R é
compacto.

Defini¢do. Um corpo K é localmente compacto se para todo x em K existe uma
vizinhanga compacta de x, isto é, um subconjunto compacto que contém um
aberto V > x.

Equivalentemente, K é localmente compacto se para todo x em K existe um
subconjunto aberto V > x.tal que o seu fecho V™ seja compacto.
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Para ver que R (e consequentemente C) é localmente compacto, basta por
Teorema B.13 mostrar que todo subconjunto limitado e fechado (tal como uma
bola fechada B(x,€)) é sequencialmente compacto. Logo, por Proposi¢do 2.16,
basta mostrar que toda sequéncia limitada em R tem uma subsequéncia conver-
gente.

Lema 2.76. Toda sequéncia infinita em R tem uma subsequéncia mondtona.

Demonstrag¢go: Um indice n é um pico se x, > Xp41, Xp42, ... Se tem uma infini-
tude de picos n1, ng, ..., entdo x,, Xy, ..., € uma subsequéncia monotonamente
decrescente. Caso contrario, seja N o ultimo pico. Isto é, para todo n > N existe
m > n com X, > x,. Seja n1 = N +1; logo, existe ng > np tal que x,, > x,;
semelhantemente para ng no lugar de 77, e assim por diante se constr6i uma
subsequéncia (x,,) monotonamente crescente. O

Lema 2.77. Toda sequéncia mondtona e limitada converge; caso crescente ao seu
supremo, caso decrescente ao seu infimo.

Demonstragdo: Seja (x,) monotonamente crescente e limitada. Seja s = sup{x,}

e € > 0. Logo existe N tal que |s —xN| < €. Pela monotonia, a fortiori |s —x,| < €
para todo n > N. Isto é, x, — s.

A demonstragdo é analoga para uma sequéncia monotonamente decrescente.

o

Corolario 2.78. Se¢ja (x,) ¢ uma sequéncia em R. Se (x,,) ¢ limitada, entdo tem uma
subsequéncia convergente.

Demonstragao: Por Lema B.14 e Lema B.15. O

Corolario 2.79 (Teorema de Heine-Borel). Um subconjunto K de R ¢ compacto se,
¢ tao-somente se, ¢ limitado e fechado.

Demonstra¢go: Como espago métrico R é compacto se, e tio-somente se, é
sequencialmente compacto pelo Teorema B.13.

&= : Pelo Corolario 2.78, toda sequéncia tem uma subsequéncia conver-
gente. Como K é fechado, este limite é pela Proposicao 2.16 em K. Logo K é
sequencialmente compacto.

= : Pela Proposi¢ao B.8, todo subconjunto compacto é fechado e limitado.

O
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Defini¢dao. Se X’ e X” sdao dois espacgos topolégicos com topologias t’ e 7,
entdao o conjunto dado pelo seu produto X’ X X” é um espaco topoldgico cuja
topologia 7 é gerada pela base

Uxt = {UxU: Vet eV et");

isto é, U em 7 se é unido de conjuntos em 1’ X t”, ou, equivalentemente, se
para todo u = (#’,u”) em U existe U’ X U” contido em U tal que U’ 5 %’ em 7’
eU”>u” em 1”.

Us

Uy

Figura 2.4: A topologia do produto é gerado pelos produtos de subconjuntos
abertos. Observe-se que a intersecdo de dois produtos é de novo
um produto!

Exercicio 2.80 (Heine-Borel sobre C). Sejam X’ e X” dois espacos topologicos.
Mostra:

-

* Se X’ e X” sao compactos, entao X’ x X” é compacto.

e Se X’ e X” sdo espagos métricos com métricas d’ e d”, entdo a topologia
de X =X’ x X” ¢é a induzida pela métrica d = max{d’,d"}.
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e Se X’=R e X” =R com as normas ||-||' = || = ||'||”, entdo a norma do

produto ||-|| = max{]|-||’,]|:]|”} sobre X = X’ x X" é equivalente a norma
euclidiana dada por (x’,x”) — V2 + x2. Em particular, as topologias
dadas por ||-|| e pela norma euclidiana sao as mesmas.

* Um subconjunto em C é compacto se, e tdo-somente se, é fechado e
limitado.

Exercicio 2.81 (Heine-Borel sobre espacos vetoriais reais de dimensdo finita).
Mostra que um subconjunto em R X --- X R para quaisquer nimero de fatores
€ compacto se, e tao-somente se, é fechado e limitado.

Corpos Locais. Lembremo-nos de que um corpo K é localmente compacto
se para todo x em K existe uma vizinhanca V 5 x tal que o seu fechamento é
compacto.

Por exemplo, K = R sdao C sdo localmente compactos (como produto topolo-
gico finito de R). Mas ha outros tipos de corpos localmente compactos cujo
valor absoluto:

Definic¢ao. A funcao |-|: K — [0,00[ é um valor absoluto nao-arquimediano se
ela satisfaz

* |x| =0 se, e somente se, x = 0,
o |xy = Ix[lyl, e
o |x +y| < max{|x],|y|}.

Em comparacdo a um valor absoluto geral, a desigualdade triangular satisfeita
por um valor absoluto nao-arquimediano é mais forte, a desigualdade triangular
mais forte ou ultramétrica. Em particular, um tal valor absoluto satisfaz [n| <1
para todo z» em N; donde a nomeacgao ndo-arquimediano.

Defini¢ao. A funcdo v: K —] — co,00] é uma valoragdo se ela satisfaz
* px = —co se, e somente se, x = 0,
* v(xy) =vx+vy,e

* v(x+y) > min{ox,vy}
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Se |-| € um valor absoluto nao-arquimediano, entdao para qualquer ¢ > 1, a
funcao v :=log, |-| € uma valoragio; e, vice-versa, se v € uma valoragao, entao
para qualquer ¢ < 1 a funcio || := ¢ é um valor absoluto nio-arquimediano.

Por exemplo, além do valor absoluto ordinario, existe o valor absoluto p-adico
|| sobre Q e o seu completamento Q.

Como que Z, a bola unitaria de Qy, é compacto; logo Q, é localmente
compacto (e semelhantemente [F,((¢))). Com efeito, todas as extensdes finitas
de Q4 e F4((#)) sdo localmente compactos (e de fato constituem com R e C
todos tais corpos).

Exemplo.
* O corpo K = Q) com valoragio v(x) = n se x :[)";‘—,’, com p 1 x’,x".
* O corpo K = F,((¢)) com valoragdo v(x) = n se x = a,t"+--- com a, # 0.

Poderiamos concluir pelos exemplos que o valor absoluto || necessita um
contorno da definicao, mas é mais préoximo do intuito (adquirido do calculo
real), enquanto a valoracdo é mais préxima da defini¢do, ao custo do intuito.

Proposiciao 2.82 (Propriedades nao-arquimedianas).

o Sex =x1+ -+ x, eexisteig em {1,...,n} tal que |x;)| > |x;| para i # i,
entao || = |x,;

o Sex, — x, entdo |x,| = |x| para n suficientemente grande.
e SeK ¢ completo, entdo Zn Xy converge se, ¢ somente se, X, — 0.
Demonstragdo:
* Observa que (o caso n =2) se x,y em K e |x| > |y|, entdo |x +y| < |x| e
%] = |x +y = y| < max{[x + [, |y[},
entao, como |y| < |x|, segue |x| < |x + y|. Concluimos |x| = |x + y|.

* Se € < |x|, entdo |x — x,| < € para n suficientemente grande; logo, pelo
primeiro item, |x,| = |x|.

* Pela desigualdade triangular mais forte,

[%m + -« + xp| < max{|xpl,...,|xm|} — 0.
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Seja K um corpo com valor absoluto nao-arquimediano.
* O anel dos inteiros Ok := {x em K tal que |x| < 1},
* 0 ideal mdximo mg := {x em K tal que |x| <1}, e
* 0 corpo residual kg = Og /mxk.

Notamos que |x| = 1 se, e somente se, |x!| = 1; por isso a unido disjunta
Ok = O U mks; isto é, mg € o ideal maximo local.

A valoracao € discreta se v(K*) € discreta em R; se, e somente se, existe um
¢ em R tal que v(K*) = ¢Z; se, e somente se, existe um ng em K que gera mg.

Tal ng é um uniformizador de K.

Exemplo.
* Se K =0Qy, entdo Ok = Zy, mg = pZ, e kg = F, (e ng = p), e
* Se K=TF,((2)), entdo Ok = F,[[¢]], mk = tFy[[¢]] e kg = F (e nk = ).
Um corpo com um valor absoluto v é local se
* 0 espaco métrico induzido é completo, e
e a valoracdo v é discreta, e
* o corpo residual kg ¢é finito.
Exemplo. Os corpos Q, e F,((#)) sdo completos.

Fato. 7emos

{ corpos locais } = { extensoes finitas de Q, }
U { extensoes finitas de F,((t)) }.

O seguinte teorema surpreende, porque a partir de uma propriedade inteira-
mente topolégica, a compacidade local, nasce um valor absoluto. Este valor
absoluto € dado pela medida de Haar que existe sobre qualquer grupo topolégico
localmente compacto.

Fato. 7emos

{ corpos topolégicos localmente compactos } = {R,C} U { corpos locais }.

56



Fungoes Continuas. Tratamos as questdes:
* Como a compacidade é preservada sob funcdes continuas?
* Como a continuidade é “corroborada” pela compacidade?
Teorema 2.83. Se f: X — Q ¢ continua ¢ X ¢ compacto, entdo f(X) é compacto.

Demonstra¢ao: Como f é continua, pré-imagens de conjuntos abertos sao abertos.
Logo as pré-imagens de toda cobertura de f(X) sdo uma cobertura de X. Como
X é compacto, existe um refinamento finito. As imagens deste refinamento sao
um refinamento finito de f(X). |

Corolario 2.84. Se f: X — R ¢ continua ¢ X ¢ compacto, entdo

sup{f(x) : x € X} = max{f(x) : x € X} ¢ inf{f (x) : x € X} = min{f (x) : x € X}.

Demonstra¢go: Como X é compacto, f(X) é compacto por Teorema 2.83; em
particular, f(X) é fechado e limitado. Logo, por Proposicao 2.16, o limite
sup{|f(x)| : x € X} < co e o limite inf{|f(x)| : x € X} > —co s@o em f(X). O

Corolario 2.85. Se f: X — R ¢ continua ¢ X é compacto, entdo

sup{|f (%) : x € X} = max{|f (%] : x € X}

inf{|f(x)| : x € X} = min{|f (x)| : x € X}.

Demonstra¢go: Como || é continua, |f| é continua por Proposicao 2.33. Logo,
é Corolario 2.84 aplicado a funcao continua |f]. O

Corolario 2.86. S¢ja K C X ¢ x € X. Se K ¢ compacto, entdo existe k em K tal que
d(x,k) = d(x,K).

Demonstragao: A fungao f = d(x,-) é continua. Como K é compacto, assume o
minimo em um ponto £ sobre K por Corolario 2.84. Logo d(x,£) = d(x,K). O

Teorema 2.87. Seja X um espago métrico. Se f: X — Q continua ¢ X compacto,
entdo f ¢ uniformemente continua.
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Demonstragdo: Por contraposicao: Seja f nao uniformemente continua e X com-

pacto. Mostremos que f nao é continua. Como f nao é uniformemente continua,

existe € > 0 tal que, para todo & = %, existem x, e y, em X tal que d(x,,y,) < %,

mas p(f(x,),f(y2)) = €. Como X é compacto, por Teorema B.13, existe uma
subsequéncia convergente (x,,) com x,, — x. Como

d(x»)’nk) S d(x’xnk) + d(xnka_ynk) - 09
obtemos y,, — x. Seja ® = f(x) Obtemos

€ < d(f (%n). f One)) < d(@, f (x,)) + d(f ), @).

Logo, x,, € y,, convergem a x; porém, ou (f (xy,)), ou (f(ys,)), ndo converge
a o = f(x). Por Proposicao B.5, f nao é continua em x. ]

Seja X um espaco métrico. A distancia entre dois subconjuntos A e B de X é
d(A,B) :=inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
Teorema 2.88. Se A ¢ B sao disjuntos, B fechado ¢ A compacto, entao d(A,B) > 0.

Demonstragao: Seja f: X — [0,00[ dada por f = d(B,:). Como ANB=0e
B fechado, f(a) > 0 para todo @ em A por Proposicao 2.36.(ii). Como A é

compacto,
d(A,B) = inf{f(a) : a € A}

é assumido por um ap em A. Logo d(A,B) = f(ap) > 0. O

Exercicio 2.89.

(i) Seja K um corpo normado. Mostre que a bola unitaria no espacgo vetorial
normado {(a,) : {|a,|} limitado } das sequéncias limitadas em K com a
norma ||(a,)|| := sup{|a,| : # € N} ndo é compacta!

(i) Mostre que a uniao de um ntmero finito de subconjuntos compactos é
compacta!

(iii) Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espac¢o métrico X e f uma
funcao sobre X. Se f é uma funcdo continua e X fechado em R, entao
(f (x,)) é Cauchy.
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2.7. Convergéncia Uniforme

Seja X um conjunto e (£2,p) um espaco métrico. Sejam fi, fo,...: X = Q
funcoes. A sequéncia (f;) converge uniformemente a f, denotado por f, — f
uniformemente, se para todo € > 0 existe N tal que p(f,(x),f(x)) < € para
todo x em X e n > N; isto €,

sup{p(fu(x),f(x)) : x € X} <€ paratodon > N.

Teorema 2.90. Seja X um espago métrico. Se todos os f, sao continuas e f, — f
uniformemente, entdo f ¢ continua.

Demonstragdo: Seja xo em X e € > 0. Mostremos que existe & > 0 tal que
d(xp,x) < & implica p(f(xop), f(x)) < € para todo x em X.

Seja N tal que p(fn(x),f(x)) < € para todo x em X e > N. Como fx
é continua, em particular em xy, existe & > 0 tal que d(xp,x) < O implica
p(fn(x0), fN(x)) < € para todo x em X. Estimemos

p(f (x0). £ (%)) < p(f(x0). fn(x0)) + p(In(x0), fn (%)) + p(fn(x). f (%)) < 3e

Sejam f1, fo,...: X — Q funcdes. A sequéncia (f,) € uniformemente Cauchy,
se para todo € > 0 existe N tal que p(fn(x), fu(x)) < € para todo x em X e
n,m > N.

Observagdo. Seja € um espaco vetorial normado. Seja B(X) o conjunto de todas
as funcdes f: X — Q limitadas, isto é, tais que

1/ lleo := sup{llf (%)[| : x € S} < c0

com a métrica dw(f,g) = ||f — gllo. (Vide o espago métrico B(S) de Exem-
plo 2.1.) Uma sequéncia (f;) é convergente respectivamente Cauchy em B(X)
se, e tdo-somente se, ela é uniformemente convergente respectivamente unifor-
memente Cauchy.

Proposigao 2.91. Seja X um conjunto e (2, p) um espago métrico. Seja fi, fo,...: X —
Q uma sequéncia de fungaes uniformemente Cauchy. Se Q é completo, entao (f,) converge
uniformemente a uma fungao f: X — Q.

Demonstragdo: Para todo x a sequéncia f,(x) é Cauchy, logo existe um limite.
Defina f: X — Q por estes limites.
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Seja € > 0 e x em X. Seja N tal que p(f(x), fm(x)) < € para todo x em X e
n,m > N; Pela continuidade da métrica

p(f (), fu(x)) =p(lim £, (x), fu(x))
=lim p(fu (%), fu (%)) < max{p(fu(x), fu(x)) : m 2 N} <€

isto é, f, — f uniformemente. |
Se fi, fo, ...sdo todas continuas, entdo f é continua por Teorema 2.90.

Defini¢ao. Seja © um espaco métrico que é um grupo abeliano; por exemplo,
um espago vetorial normado sobre R ou C; em particular, Q = R ou C.

Uma série ), u, de fungodes uj, ug, ..., : X — Q converge uniformemente se
a sequéncia (s,) dos seus truncamentos finitos s, = %1 + - + u, converge
uniformemente.

Teorema 2.92 (Teste de Weierstrass). Sejam u,: X — C fungoes e M, > 0
constantes para n € N. Se ||u,|| = sup{|u,(x)| : x € X} < M, para todo n e
M; + Mg + - -+ < oo, entdo a série Y, ,cn Uy converge uniformemente.

Demonstragao: Seja (s,) a sequéncia dos truncamentos finitos s, = u1+- - -+u, de
2. Uy. Como ||u,|| = sup{|u,(x)| : x € X} <M, paratodoneM;+My+::- < oo,
a sequéncia s, é uniformemente Cauchy. Logo, por Proposi¢ao 2.91, ela converge
uniformemente. O

Exercicio 2.93. Mostra que o espaco métrico B(S) de Exemplo 2.1 é completo!

Dica. Orienta-te na demonstragdo da Proposi¢ao 2.91.

Exercicio 2.94. Seja (f,) uma sequéncia de fun¢des uniformemente convergente.
Mostre: Se fi, f2, ...sdo uniformemente continuas, entdo o seu limite é
uniformemente continuo.
Questao: Se fi, fo, ...sdo Lipschitzianas, para quais cotas Mj, My o seu
limite é Lipschitziana?
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3. Fungoes Diferenciaveis

Seja K um corpo normado (por exemplo, K = R ou C). Todo espaco vetorial
sera definido sobre K.

3.1. Funcgoes Diferenciaveis sobre uma Reta

Lembremo-nos da definicio da diferenciabilidade de fun¢bes em um tnico
argumento: O leitor pense em K = R.

Defini¢do 3.1. Seja G um subconjunto aberto em K e f: G — K. A fungao f
€ diferencidvel (no ponto) a se o limite

fla+h) - f(a)
h

/(@) = lim

existe; isto é, segundo Definicao B.3, para a funcdo F(4) := JM, definida
sobre B — {0} onde B é uma bola em K em torno de 0, existe m em K tal que,
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

|[F(h) —m| < €

para todo £ nao-nulo com || < &.

O escalar f’(a) .= m em K é chamado de diferencial (ou o valor da derivada)
de f em a.

A fungao f € diferencidvel se é diferenciavel em todo a em G e a funcao

ff:G-K
o ()

é a derivada de f.

A funcao f é duas vezes diferencidvel se f é diferenciavel e a funciao f’ é
diferenciavel; a derivada de F = f’ é denotada por f” ou f?. Em geral, para
todo k£ em N, a funcao f € k vezes diferencidvel se f é k — 1 vezes diferenciavel
e f*-D ¢ diferenciavel (ou, equivalentemente, f é diferenciavel e f” é k — 1
vezes diferenciavel).

A funcao f é suave se possui derivadas de todas as ordens.

- Jw mede a inclinagao,

a proporc¢ao entre o numerador Ay e denominador Ax, que € visualizada em

O quociente, denotado coeficiente angular, my, :

Figura 3.1. O coeficiente angular mj; é o valor da funcdo tangente no angulo a:
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Figura 3.1: A inclinacdo como proporcao Ay/Ax.

Exemplo 3.2. Por exemplo, todo polinémio é diferenciavel. Se f(z) = 2%,

calculamos
f) - fw) 2*-w’

zZ—Ww Z—w

=2+ w

O diferencial de f em a denote-se alternativamente por

F@ = @ =af @ = Fla = (5] =Dr@=Dur.

Neste ponto, o diferencial m = f’(a) é um valor em K, mas vemos de agora
para diante que € mais elucidante interpreta-lo como a aplicacdo linear 4 +— mh
sobre K. Geometricamente, o diferencial interpreta-se pela tangente ao ponto
(a,f'(a)) no plano R X R; o grafico da funcao afim 4 — f(a)+mh sobre R: Ao
diminuir a distdncia /4 entre os pontos, a reta secante gira em torno do ponto
P = (a,f(a)), e obtemos no limite a inclinacdo da reta tangente

fla+h)— f(a)
h

'(a) = lim F(h) = li
f'(@) = lim F(k) = lim

como em Figura 3.2;
Veremos em breve que, em contraste a R, uma funcio diferenciavel sobre C
é suave; mais, € analitica (localmente expansivel em uma série de poténcias)!
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Figura 3.2: A reta secante (a reta verde) como aproximacao a reta tangente (a
reta violeta)

3.2. Fungoes diferenciaveis sobre Espagos Vetoriais

Recordemo-nos da definicao de diferenciabilidade de uma funcdo de multiplos
argumentos. O leitor pense no espaco vetorial V =C = R X R sobre K = R.

Definigdo 3.3 (Definicao do Diferencial segundo Fréchet). Sejam V e E espacos
vetoriais normados, X um subconjunto aberto em Ve f: X — E. A funcao f é
diferencidvel no ponto a € X se existe uma aplica¢ao linear continua A: V — E
tal que

fla+h)=f(a)+A(h)+R(R) com |[R(A)]| = o(]|2]);
isto é, para todo € > 0, existe & > 0 tal que, para todo £ € V com ||4|| < 9,

IR(A)] < ell2]l.
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A aplicacgao linear A é chamada de diferencial (total) de f em a e é denotada

por f'(a), df (a) ou D,f.

A funcao f é diferencidvel se é diferenciavel em todo a em X.

Observagdo. Observamos que podemos desta forma interpretar a notagao ubiqua
dx pelo diferencial da fun¢ao idy para V = K onde denotemos, como usual, id
pelo valor do seu argumento x, isto é, id = x. Logo, a maneira matematicamente
mais rigorosa de pensar de dx é como a derivada X > x +— idg com valores nas
aplicacoes K-lineares T: V — V de V = K.

Observemos que a aplicacdo linear e continua A é univocamente definida:
Se A’ e A” satisfacam as condicoes de Defini¢ao 3.1, entdo existe para todo
€ > 0um & > 0 tal que A = A’ — A” satisfaz ||A(%)|| < €]|&]| para todo & com
|h| < 8, logo, ||A]| < € para todo e, isto é, A" = A”.

Usualmente, V e E sao espacos vetoriais normados de dimensao finita. Logo,
toda aplicacdo linear é continua por Exercicio 2.50.

Exercicio 3.4. Seja V = M(n x n,K) o espaco vetorial das n X n-matrizes com
entradas em K e G = GL,(K) o subconjunto aberto (como pré-imagem det™ K*
do complemento de {0}) das matrizes invertiveis. Seja 1: G — G a inversao

g — g~1. Mostra que D, = —g71. g7

Dica. Observa que 1-1: G — G, a funcdo dada pelo produto matricial dos

valores de 1 em cada ponto, é constante, e aplica a regra do produto!

Proposicao 3.5. Sejam V ¢ E espacos vetoriais normados, X um subconjunto aberto
emVef: X — E.SeV =E =K, entdao Definicao 3.7 ¢ Defini¢do 3.3 sao equivalentes;

isto ¢, existe o limite
L flaxh) - f(a)
h—0 h

se, ¢ tdo-somente se, existe uma aplicacao linear A: V — E tal que
fla+h) = f(a)+A(h) +R(R)  com [R(A)[| = o(||A]]).

Demonstragao: Seja f: X — K e A em K. Paratodoe >0,a+#% e aem X com
h nao-nulo, por multiplicatividade de |-|,

flath) = fla)
h

Al <e
(%)

|f(a +h) - f(a) - A/z| < €|h|. se, e tAo-somente se,

Demonstremos a ida (= ) e reciproca ( < ):



Ad = : Denote

[f(a+h)— [f(a)

7 m K.

/(@) i= lim

Seja A: K — K dada por
v f'(a)v.

Seja € > 0. Pela definicao da existéncia de f’(a) e pela equivaléncia (), existe
d > 0 tal que para todo 4 em K com || < 3,

[f(a+h) = f(a) — A(k)| < €lhl.

Isto é, Definicao 3.3 € satisfeita.
Ad &= : A aplicacao linear A: K — K ¢é dada por multiplica¢cao por
A =A(1) em K; poe f’(a) = A. Seja € > 0. Pela definicao de

fla+h) = f(a) - A(h) = o(|A]),

e pela equivaléncia (*) para A = f’(a), existe & > 0 tal que para todo £ em K
nao-nulo com |A| < 9,

[ 1@y

Isto é, Definicao 3.1 € satisfeita. O

O namero f’(a) e a aplicacdo linear A correspondem geometricamente sobre
a reta R da seguinte maneira: O nimero m = f’(a) € a inclinagdo da tangente
do grafico de f no ponto (a, f(a)). A reta dada pela tangente é o grafico da
funcao afim
a+hv— f(a)+A(h)

onde A ¢é a funcdo linear 4 +— m - A com m = f’(a) a inclinacao.

Proposicao 3.6. Sejam V ¢ E espacos vetoriais normados, X um subconjunto aberto
emV e f: X — E. Se f ¢diferencidvel em a em X, entdo f ¢ continua em a.

Demonstragdo: Seja € > 0. Existe uma aplicagao linear continua A: V — E
(independente de €) e 6 > 0 (dependente de €) tal que, para todo £ € V com
Al <8,

fla+h)—f(a)=A(h) +R(h) com ||R(h)] < e|lA].
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Como A é continua e linear, € limitada, isto €, existe M > 0 tal que ||[A(%)|| <
M]|4||. Logo

1/ (a+h) = f(a)ll < (M+e)|i]
Logo, f ¢ Lipschitziana para M + € sobre B(a,d); em particular, é continua em
a. m|

Exercicio 3.7. Mostra que a fungdo |-|: R — [0,c0[ é continua, mas nao é
diferenciavel em 0. Vide Figura 3.3.

Figura 3.3: O grafico do valor absoluto sobre R em volta de 0.

Proposicao 3.8. Sejam V, W ¢ U espagos vetoriais normados, X em 'V ¢ Y em W
abertose f: X > Veg:Y — Ucom f(X) CY. Se f ¢édiferencidvel em a emX ¢ g
¢ diferencidvel em b = f(a) em Y, entdo g o [ ¢ diferencidvel em a com diferencial
total D,(g o f) =Dyg oD, f.

Demonstragdo: Sejam
fla+h)=f(a)+Ah)+R(h) e g(b+i)=g(b)+B(i)+S(>i)
paratodo a+h aem X e b+i, b em Y para aplicacGes lineares e continuas
A:V—->WeB:W— U (e R sobre X e S sobre Y definidas implicitamente por
estas equacdes). Calculemos
goflat+h) —gofla)=g(f(a)+Alh)+R(h) - g(f(a))
= g(f(a)) + B(A(R) + R()) + S(A(R) + R(4))
= g(f(a)) + C(h) + B(R(%)) + S(A(h) + R(4))
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onde pusemos C :=Bo A.
Como B é continua e linear, existe N > 0 tal que ||B(%)|| < NJ|%|| para todo
h em W. Logo

llgofla+h)—gof(a)—C(h)| = IB(R(A)+S(A(R) +R(R))|l
< NIR()|| + IS(A (%) + R(R))]|.

Seja € > 0. Como g é diferenciavel em b, existe & > 0 tal que [|S(A)|| < €]|4]]
para todo £ em W com ||| < &.

Como f ¢ diferenciavel em a, existe y > 0 tal que |[R(%)|| < d]||&| para
todo 4 em V com ||&]| < y. Como A é continua e linear, existe M > 0 tal que
I|A(%)|| < M||Z|| para todo £ em V. Logo

IA(R) +R(A)|| < (M +8)[|4]] < (M+8)y
para todo £ em V com [|%|| < y. Logo, se y tal que (M +9d)y < 9,
NIR()| + ISCA(2) + R(R))|| < NS||A|| + €[[2]] = (NS + €)||]].
Logo, dado € > 0,
* escolhamos O tal que N +€ <€, e
* escolhamos y para este O tal que (M +9)y < 9

para obter que g o f é diferenciavel em a com diferencial total C=Bo A. O

Se uma funcado f é constante e diferenciavel, entdo a sua derivada é nula.
Vice-versa:

Proposicao 3.9. Sejam V ¢ E espagos vetoriais normados, X um subconjunto aberto
emV e f: X — E. SeK =R, o0 dominio X ¢ conexo e dimV < oo, a fun¢ao [ ¢
diferencidvel e f' = 0, entao f ¢ constante.

Demonstrag¢do: Sejam v e v + h em X. Como V é conexo, por Teorema 2.59,
existem segmentos ligados que conectam v e v + £; suponhamos primeiro que
[v,0 + k] € um destes segmentos.

Define ¢: R — V por ¢ — v +th. Como ¢ é diferenciavel, e f é diferenciavel
pela hipétese, pela Proposicao 3.8 F = f o ¢: R — E é diferenciavel.

Como f’ = 0, pela Proposi¢ao 3.8 F' = 0. Logo, pelo Teorema do Valor
Médio, f(v) = f(v+h).
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Se v e v + & sdo conectados por um caminho poligonal
P =[z,21] U [21,22] U ... U [2p-1,2].
com zy)=v e z, = v+ h, entdo

f(z0) = f(z) = f(z) == f(z1) = f(zn).
Como v e v + h em foram arbitrarios, f é constante. m]

Proposic¢ao 3.10. Sejam V um espago vetorial normado, X ¢ Y subconjuntos abertos
emVesegjam [: X - Veg:Y - V. Se f(X)CSYegof =id, afungao f
continua e g é diferengdvel em b = f (a) tal que Dyg ¢ invertivel, entdo f ¢ diferengdvel
em a e

D.f =Dswe) "

Demonstragdo: Se f é diferenciavel, entdo D, f = (Df(q) g)~! por Proposicio 3.8.
Mostremos que f é diferenciavel em a. Seja

fla+h)=f(a)+A(h)+R(h)

para todo @ + /& e a em X para a aplicacio linear e continua A:=B1: V-V
e R sobre X continua, em particular, R(4) — 0 para # — 0. Precisamos de
mostrar que para todo € > 0 existe y > 0 tal que ||R(%)|| < €l|&]| para todo 4
em V com ||| < v.

Pela hipotese, g é diferenciavel em b, isto é, existe uma aplicacao linear
continua B: V — V tal que, para todo € > 0, existe & > 0 tal que, para todo
h €V com ||g|| <9,

g(b+h)—g(b) =B(h)+S(h) com [[S(h)|| < el|A||. (*)
Calculemos

h=a+h—-a=gof(a+h)—go f(a)
=g(f(a) + A(h) +R(h)) - g(f (a))
= g(f(a)) + B(A(R) + R(%)) + S(A(R) + R(%)) — g(f (a))
= B(R(%)) + S(A(h) + R(h))
=h+B(R(%)) + S(A(h) + R(%)).

Isto é€,

R(%) = -A(S(A(k) +R(h))).
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Seja € > 0 e & > 0 tal que (*) vale. Como R e A sdo continuas, existe y > 0
tal que ||A+ R(%)|| < d para todo £ em V com ||A|| < y. Por (),

ISCA+R)(2)]| < ell(A+R)(B) | < eM[|A[[||A]| + [R(A)]].

Logo
IR(&)]| < ellAI*|IA]l + €l ANIRM,
equivalentemente,
1A
IR(A)|| < Me||lk]] com M = ———.
1-€[|A]

Logo, por uma escolha suficientemente pequena de y > 0 tal que § < 3, temos
IR(%)|| < € para todo £ em V com ||&]| < v; isto é, f é diferenciavel em a. O

3.3. Equacgoes de Cauchy-Riemann

A condicao de diferenciabilidade de uma func¢ao f (em um ponto a) depende do
corpo K sobre o qual o espaco vetorial que contém o dominio e contra-dominio
de f é definido. Quanto maior o corpo K, mais restritiva é a condi¢ao que o
diferencial total de f (no ponto a) seja linear para K (= comuta com a multipli-
cacao escalar em K); portanto, mais restritiva a condicao de diferenciabilidade

de f.

Derivadas Parciais. Seja X € V um subconjunto aberto de um espago
vetorial normado V. Dada uma func¢ao f: X — E e a em X, Definicdo 3.3 e
Proposicao 3.8 aplicam-se em particular a fungao

F=foH comH:[-€,€e] > Vdefinidaport—a+t-h

para £ em V e € > 0 suficientemente pequeno para garantir H([—€,€]) C X.
Obtemos
F'(0) =D,f -k

Observagdo 3.11. Seja X € V um subconjunto aberto de um espago vetorial
normado V, seja f: X — E e a em X. Temos

W flaxth) ~ /()
1um

t—0 t

=D,f - h.



Em particular, para & = ¢, ..., ¢; os vetores da base canoénica de V =
K @ --- ® K cujas entradas sdo todas nulas exceto a primeira, ..., Gltima com
valor 1, obtemos as derivadas parciais

0
Daf€1: a—;];,...,Dafed:a—M.

Corolario 3.12. Seja X C V um subconjunto aberto de um espago vetorial normado
V=Ko &K dedimensao d, seja f: X — E ¢ a em X. As derivadas parciais de f

of of
..., —— 8 iz D,
LRy w sao dadas pelas colunas da matriz D, f

para a base candnica e, ..., e5 de'V.

A matriz dada por esta base chama-se a matriz jacobiana no ponto a.

Endomorfismos sobre a Reta Complexa como Endomorfismos sobre o
Plano. Todo w em C define por multiplicacdo

Wiz w-2z

um endomorfismo ou transformagdo linear, uma aplicacdo linear W sobre o espaco
vetorial V= C = R ® R com valores em V. Se escrevemos w = a + b - i, temos

W=a-E+b-1

onde E é a identidade sobre V e I a multiplicacdo por i sobre V. Se fixarmos a
base 1 e i de C =V, entdo as matrizes para esta base tém a forma

o) el

Observagao 3.13. Uma transformacao m linear sobre R de V € linear sobre C,
isto é, dada por multiplicacdo por algum z em C se, e tio-somente se, a sua
matriz para a base 1 e i é da forma

para algum u e v em R; neste caso, z = u + iv.
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Derivada Complexa como Endomorfismo sobre o Plano. Se uma funcao
S é diferenciavel em um ponto ¢ em C como funcdao de uma variavel, entao a
condicao da diferenciabilidade de f em a inclui que o diferencial D,f como
limite para # — 0 nao depende da direcao de %, em particular, de se 4 se
situa no eixo-x ou eixo-y, implicando as Condi¢oes de Cauchy-Riemann; em mais
detalhes:

Seja G um subconjunto aberto em V=C=R®R,e f =u+iv: G = V.
Seja f é diferenciavel em a em G, isto é, diferenciavel como fun¢ao de dois
argumentos reais com valores em pares reais; mais precisamente, existe uma
aplicagdo A =D, f: V — V linear sobre R tal que, para todo € > 0 existe & > 0
tal que

fla+h) = f(a)+Ak+R(R) com [R(R)] < ella]

para todo £ em V com ||£]| < . Por Observacao 3.13, a fungao f é diferenciavel
em a como funcao em um argumento complexo se, e tdo-somente se,

D,f:C—-C
€ uma aplicacao M linear sobre C, isto é, dada por multiplicacao
M: 2z~ m-z commem C.

onde m = f’(a) = u'(a) +iv’(a). Isto é, ao escrevermos V=C =R ® R, se, e
tao-somente se, D,f para a base 1 e i de C =V é dada pela matriz

_ (¥ (a) —v'(a)
Daf - (Z)/((l) u’(a) ) .

Isto é, por Corolario 3.12, se, e tio-somente se,

of _(w@\ . o _ (-
ox  \v'(a) dy \u(a)

Teorema 3.14 (Equacdes de Cauchy-Riemann). Seja G um subconjunto aberto em
V=C=Re&R,ese¢ja f: G—V diferencidvel como funcao de dois argumentos reais

em a em G. A fungao f ¢ diferencidvel como fung¢ao de um argumento complexo se, e
tao-somente se, ela satisfaz as equagies de Cauchy-Riemann

of . _ 9 of . _ 59f
‘Ra—x(a)—ﬁg(a) ¢ Sa—x(a)——%g(a).
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3.4. Aplicagoes Conformais no Plano Complexo

Uma aplicagao entre dois planos é conformal se preserva os angulos (e a sua
orientacdo) entre os vetores. Podemos visualizar aplicacdes sobre o plano
(complexo) com valores no plano por dar uma cor a cada ponto no plano e
observar a onde este ponto, identificavel pela sua cor imutavel, é enviado.

N>

Figura 3.4: Uma aplicagdo conformal preserva angulos retos, porém, distorce
paralelepipedos.

Mostraremos que toda aplica¢do derivavel sobre C
e ¢é conformal, e

* escala (ou expande) todo vetor pelo mesmo fator.

Aplicagoes Lineares Ortogonais. Seja (-,-) um produto interno sobre um
espaco vetorial V, isto é, uma aplicacdo VXV — K que

o ¢é simétrica, isto é, (v,w) = (w,v) para todo v, w em V e

* ¢ bilinear, isto é, linear em ambas as entradas (equivalentemente, pela
simetria, em uma delas), e

Teorema 3.15. Para todo produto interno existe uma base ortogonal {e;}, isto ¢,
uma base tal que

(eivej) =1 sei#j.
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Demonstragdo: Pelo algoritmo de Gram-Schmidt: Dada qualquer base {w;},
constréi-se a base ortogonal por

U1 = w1
(v1,w3)
U9 = Wy — ——— 11
(v1,01)
03 = w3 (v1,w3) . (vg,w3)
(v1,01) (v9,v9)
P _ <Z}1awn> 1 - <02’wn> g — e — <vn—1,wn> 1
i (v1,01) (v,09) (On-1,0n-1)

-1

= w, — nZ: <viawn> i

! P (visv:)
O

Corolario 3.16. Se K possui raizes quadraticas, isto ¢, para todo A em K existe
A = VA em K com A2 = A, entdo para todo produto interno existe uma base ortonormal
{ei}, isto ¢, uma base tal que

1, sei=7j
(erne;) = { /

0, caso contrdrio.

Demonstragao: Seja {f;} uma base ortogonal obtida por Teorema 3.15; poe

€ = %ﬁ com A; = (fi. fi). o
Um produto escalar sobre um espaco vetorial real V é um produto interno que
* & positivo, isto é (v,v) > 0 para todo v em V nao-nulo.
Por exemplo, o produto euclidiano sobre V=R & --- @ R definido por
(v,w) = V1w + - + VW,

€ um produto escalar. Chamemos o espaco vetorial V=R & R com o produto
euclidiano o plano euclidiano.
Para um produto escalar (-,-), obtemos uma norma ||-|| por

o]l = V{2, 0).
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Para V=R @ --- ® R, obtemos a interpretacdo geométrica
(v,w) = cos Ol|v||||lw|| paratodo v,w eV

onde 0 é o angulo entre v e w.

Exercicio 3.17. Mostra para V=C=R &R
(v,w) = cos Ol|v||||lw|| paratodo v,w eV
usando a defini¢ao de cos = R exp(i-).

Defini¢ao. Dado um espaco vetorial V com um produto escalar (-,-), uma
transformacdo linear A sobre V (= aplicac¢do linear com dominio e contra-
dominio V) é ortogonal se

(Av,Aw) = (v,w) paratodo v,w € V

Observagdo. Seja A uma transformacao linear sobre um espaco vetorial V sobre
K. Se 2 # 0 em K, entdo A é ortogonal se, e tao-somente se, é isométrica, isto é,

(Av,Av) = (v,v) paratodov e V.

Em particular, se K = R, entdo A e V é de dimensao finita, entdo A é ortogonal
se, e tio-somente se, A preserva a norma ||-|| sobre V. Isto é, se preserva os
comprimentos de todos os vetores, entao preserva os éngulos entre os vetores.

Demonstragdo: Se A é ortogonal, em particular,
|Av||* = (Av,Av) = (v,0) = ||v]|* para todo v € V.
Se A é isométrica, pela simetria e bilinearidade
lo+wl||* = (v+w,0+w) = (0,0) + 2v,w) + (w,w) = ||v]|* + |Jw||* + 2(v, w)

Logo, se 2 # 0,

(v,w) = % [llo +wll* = (llo]* + ll]*)] -

Logo, se A preserva |||, entdo preserva (-,-). O

Descrevamos as matrizes de aplicacdes lineares ortogonais sobre o plano, em
particular, sobre o plano real V=R @ R para a base canoénica e e ¢g:
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Proposigao 3.18. Se 'V ¢ bidimensional, entao A ¢ ortogonal se, e tao-somente se,

A= a —b ou A = a b coma®+b*=1
b a b —a

Demonstragao: Seja {e1,e9} uma base ortogonal fornecida por Teorema 3.15. Se
A é ortogonal, entdo

1, sei=j

0, caso contrario.

<A€z‘,A€j> = <3i’€j> = {

entdo obtemos as equagdes
a?+c2=1,0+d*=1eab+cd=0.

Logo a%b? = ¢%*d?, logo
21-d*>=Q1-d)d*

Logo, d = ta, e, da mesma maneira, ¢ = +b. Por ab = —¢d, se d = a, entdo
¢=-b,esed=—a,entdo ¢ = b. Logo, obtemos

A= a —b ou A = a b com a’+ 5% =1
b a b —a

Corolario 3.19. S¢ A ¢ uma aplicagao linear ortogonal sobre o plano euclidiano real
V =R &R, entdo existe 0 em [—n,n[ tal que, para a base canonica,

(cos O —sin0

. se detA>0 ou A= cosb  sin®
sin® cos©

§n0 —cos 9) se det A < 0.

Demonstragdo: Por Proposi¢io 3.18, como a? + b? = 1, obtemos a e b em [-1,1].
Como cos € sobrejetor, podemos escrever a = cos 0 para 0 € [-n,n[ e, pela
relacdo cos? +sin® = 1, obtemos b = + sin 6. O

Aplicagoes Lineares que preservam angulos. Para um produto escalar
(+,+) sobre um espaco vetorial real V, obtemos uma norma ||-|| por

llo]| = v/(v,0) > 0.
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Para V=R @ -- ® R e o produto escalar euclidiano, obtemos a interpretacao
geomeétrica
(v,w) = cos O||v||||w|] paratodo v,w €V

onde 0 é o angulo entre v e w. Logo

(v, w)

cos O =
o]zl

para todo v,w € Vnao-nulos.

Observe que ||o]|? = (v,0) é definido independente do corpo K possuir, o
que nos permite definir:

Defini¢do. Seja V um espaco vetorial com um produto interno (-,-). Uma
transformacdo linear A sobre V (= aplica¢do linear com dominio e contra-
dominio V) preserva dngulos se

(Av, Aw)? 3 (v,w)?
|Av|[2|Aw]l*  llo]l*]lw]|*

para todo v,w € V.

Observamos que a aplicacdo cos preserva o médulo, mas ndo preserva a
orientag¢do do angulo, o seu sinal em [—=, n[. Equivalentemente, cos ndo preserva
a ordem dos dois vetores: o angulo entre os vetores v e w e w e v é considerado
igual.

Para fixar terminologia, para nés, uma aplicacao que preserva dngulos preserva
o mé6dulo do 4ngulo, mas ndo necessariamente a sua orientacao. (Uma aplicacdo
que preserva o modulo do angulo e a sua orientagao sera chamada de conformal.)

Por exemplo, se A = AB com A em K e B ortogonal, entdo A preserva angulos,
mas nao é ortogonal. Mostremos que (quando K possui raizes quadraticas)
estes exemplos ja constituem todos os exemplos de aplicacdes que preservam
angulos, mas nao sdo ortogonais:

Proposic¢ao 3.20. Se'V ¢ de dimensao finita ¢ K possui raizes quadrdticas, entao
uma aplicagdo linear A preserva dngulos se, e tao-somente se, existem ) em K ¢ uma
aplicagdo linear ortogonal B tais que A = AB.

Demonstragdo: Se existem A em K e uma aplicacao linear ortogonal B tais que
A = \B, entdo A é preserva angulos.

Seja {e1,. .., e, } uma base ortonormal obtida por Corolario 3.16. Descrevamos
a matriz de A para ela: Se A é preserva angulos, entdo para i,j € {1,...,n},
A, para algum A; e Ksei=j

<A€i,A€j> = <€i,€j> = .o
0, caso contrario.
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Como
(ei —ej e+ €;) = (ei,e) — (ej,e;) =1—-1=0,

obtemos
<A(€i - €j),A(€l' + 6])> = <A€,’,A€i> - <A€],A8]> =0,

Isto ¢, A; = A; = A. Logo, se A satisfaz A = A, entio A = AB com B
ortogonal. m]

Aplicacoes Lineares Conformais. Uma transformacio linear A sobre V
(= aplicacdo linear com dominio e contra-dominio V) é conformal se preserva
angulos e preserva a orienta¢do; por exemplo, se V € o plano euclidiano, entdo a
aplicacdo que troca os vetores da base canoénica preserva angulos, mas inverte
a orientacao.

Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre K = R com um produto escalar
(,-). Uma transformacao linear A sobre V (= aplica¢ao linear com dominio e
contra-dominio V) é conformal se preserva dngulos e preserva a orientagdo, isto é,
se

(Av, Aw)? 3 (v,w)?
|Aw|2|Aw|? o]l

paratodov,w €V e detA>0.

Ela é anti-conformal se preserva dngulos e inverte a orientagdo, isto €, se

(Av, Aw)? 3 (v,w)?
|Aw|2|Aw]? o]l

paratodov,w €V e detA <O0.

Exemplo. Por exemplo, se V é o plano euclidiano, entdo a aplicacdo que troca
os vetores da base canonica é anti-conformal.

Corolario 3.21. Se'V ¢ o plano euclidiano, entdo uma aplica¢do linear A é conformal
se, ¢ tdo-somente se, a sua matriz ¢ dada para uma base de V por

cosO® -—sin6

A=7\( ) comA€R e¢O € [—n, x|

sin® cosO
Isto ¢, se, e td@o-somente se, A ¢ uma rotacao.

Demonstragao: Por Corolario 3.19 e Proposicao 3.2o0. O
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Aplicagoes Lineares Complexas. Se fixarmos a base canonica dada por 1
e i de C =V, entdo a matriz de toda transformacao linear sobre R de V que é
linear sobre C, isto é, dada por multiplicacdo w +— zw com z = u + iv em C
com z e v em R, é da forma
u —v
)

Se escrevemos z = 7 - ¢!” parar = [2| € Re i € [0,2n[ e r € [0,00[, entdo a
transformacio linear v > 7 - (¢’® - v) tem a matriz

sin® cos© (3-1)

cos® —sin0
r- .
Isto é, é a composicao de
e um escalamento ¢’-, e

* uma rota¢do no plano com angulo 0.

Teorema 3.22. Uma transformacao linear sobre R do plano real R & R ¢ conformal
se, ¢ tdo-somente se, ¢ linear sobre C sobre a reta complexa C.

Demonstragao: Por Corolario 3.21, uma aplicacdo no plano é conformal se, e
tao-somente se, € composicao de uma rotacio e expansao. Logo, por (3.1), se,
e tdo-somente se, é dada por multiplicacdo complexa. m]

Fungoes Diferenciaveis Conformais. Agora que definimos a conformali-
dade de uma aplicacao linear, definimo-la para uma funcao diferenciavel em
um ponto pela aplicacdo linear dada pelo seu diferencial total:

Defini¢ao 3.23. Seja V um espaco vetorial e G em V aberto. Um caminkho y de
G é uma funcdo continua
v:B—>G

para alguma Bola B em K em torno de 0.

Defini¢do 3.24. Se y e n sdo dois caminhos diferencaveis em 0 com y(0) =
a=1(0) e y"(0),n’(0) # 0, entao o (co-seno do) dngulo entre y e n é

_ O
S U wOTTEZO)]]
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Se y é diferenciavel em 0 e f: G — V € diferenciavel em a = y(0), entdo

vr=foy
é diferenciavel com y}(O) = f"(a)y’(0).

Defini¢do 3.25. Seja V um espaco vetorial e G em V aberto. Uma fungao
f: G —V preserva angulos em a em G, se

Z(y,m) = £(yf.myp)
para todo par de caminhos y e 1 em G diferengaveis em 0 com y(0) = n(0) e
v'(0),1"(0) # 0.
A fungdo f é conformal (respectivamente anticonformal) em a se preserva
angulos e detD,f > 0 (respectivamente det D, f < 0).

Funcgoes Diferenciaveis Complexas. Vejamos que a conformalidade € outra
forma para exprimir a diferenciabilidade de um fun¢do no plano real como
fun¢ao complexa sobre a reta:

Teorema 3.26. Se¢ja [ uma fungao diferencidvel f em um ponto a no plano real
R @® R. 4 fungdo [ ¢ conformal em a se, e tao-somente se, ¢ diferencidvel em a como
fungdo na reta complexa C.

Demonstragao: Se f é diferenciavel em a em R @ R, entdo, para dois caminhos
vy e n com y(0) =a =n(0) e y'(0),n’(0) # 0, entao

OO0 ()7 (0). £ (@) (0)
YOO~ 1 @y Ol (@ )]

(v'(0),n"(0))

FEOINLEOI
Logo, 2(yf,ny) = £(y,n), isto é, f preserva angulos, se, e tio-somente se, f’(a)
preserva angulos. Em particular, f é conformal, se, e tdo-somente se, f’(a) é
conformal.

Por Teorema 3.22, uma aplicacdo linear para R sobre plano real R® R é
conformal se, e tao-somente se, é linear sobre C. Pela Definicdo 3.3 da diferen-
ciabilidade (segundo Fréchet) sobre um corpo K, uma funcao diferenciavel f
no plano real R @ R em um ponto a é diferenciavel como fung¢ao sobre a reta

L(yp.my) =

=/(y,m).

complexa C se, e tao-somente se, o seu diferencial D, f, a priori apenas linear
sobre R, é linear sobre C.

Logo, f é conformal em a se, e tdo-somente se, é diferenciavel como funcgao
sobre a reta complexa. ]
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Figura 3.5: A projecdao de (Gerhardus) Mercator (1512 — 1594) é conformal.
Preserva as formas dos continentes, mas distorce as suas dimensoes:
quanto mais distante do equador, maior a area projetada. Enquanto
as distancias entre os meridianos, as paralelas longitudinais, sao
todas iguais, as entre as paralelas latitudinais aumentam com a
distancia ao equador.

3.5. Transformacgoes de Mobius

As transformacdes de Mobius sobre o plano C. consistem em composi¢des das
quatro transformacoes de Mobius elementares:

* rotacio z — ¢%2z para 0 € [-m, x|,
* expansao ou escalamento z = rz para r € R,
e traslacdo z+—> z+bparabeC, e
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* inversdo (= substituir pelo seu reciproco) o médulo de cada ponto e
1

reflexdo através de qualquer eixo, z — 7.

A composicao de uma rotac¢io e um escalamento constitui todas as aplicacdes

conformais lineares; entdo (a situa¢ao local) o diferencial total de toda aplicacao

conformal é de uma tal forma. Porém, uma aplica¢do nao-linear conformal

pode ser de outra forma: o exemplo mais simples é o de uma trasla¢do cujo
diferencial total é a identidade, em particular, é conformal.

Definig¢ao 3.27. Para qa, b, ¢ e d em C, uma aplicacao da forma

az+b

S:
2 cz+d

sobre C., é uma transformagao fraciondria linear. Se ad — bc # 0, entao S(z) é
chamada de Transformacao de Mobius.

As transformacdes sdo visualizadas da melhor maneira pelas suas operacgdes
na esfera C.; vide o video para ganhar um intuito.

Se
a b
A= ,
entdo B = AA para A em C* induz a mesma transformacao fracionaria sobre

Cw. Logo, podemos supor que ad — bc = 1.

Operacgao do Grupo Linear na Linha Projetiva Complexa. Observa que
temos uma operacao bem-definida de

GLy(C)/~

sobre C onde A ~ B se existe A em C* com B = AA. De fato, a operagao de
Mobius provém da sobrejecao

C@Ca(x,y)ngCm

e injecao

CWBEI—)(E,I)EC@C
Y )

que se tornam bijecdes por substituir C ® C por P}(C) = C & C/~ onde
(x",9") ~ (x,9) se existe L em C com x" = Ax e y' = Ay.
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http://yt-subs.appspot.com/view?video=agd5dC1zdWJzcg4LEgVWaWRlbxjChZYCDA

Proposicao 3.28. As transformagoes de Mobius formam um grupo; em particular,
toda transformagdo é invertivel.

Demonstragdo: A transformacao dada por
a b
v

d -b
-1
=)

Proposigao 3.29. Toda transformacao de Mobius é composta de transformagies

tem inverso

elementares

* expansdo a-,

e traslagdo -+ a, ¢

o inversdo 1 (= substituir pelo seu reciproco) o médulo de cada ponto e reflexdo
através de qualquer eixo.

Observagdo. Em dimensao > 2, todas as aplicagdes conformais sao transforma-
coes de Mobius pelo Teorema de Liouville na Geometria Conformal onde uma
transformacao de Mdobius para dimensdes n > 2 se define pela a¢do induzida
de GL,(R) sobre

P*(R) = { todas as retas em R™"1} = R/~

onde v ~ w se existe A em R com w = Av. Como toda transformacdo linear A
sobre R"*! transforma retas em retas, induza uma transformac¢io bem-definida
sobre P"(R).
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4. Funcgoes Analiticas

Seja K um corpo. Um valor absoluto em K é uma aplicacao |-|: K — [0,00[ com
valores reais ndo-negativos tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x =0,
* (Multiplicatividade) |xy| = |x]|[y], e
* (Desigualdade Triangular) |x + y| < |x| + |y].

Por exemplo, K = R ou C. Todo tal valor absoluto |-| induz uma métrica d por
d(x,y) = |x - yl.

Definicdo 4.1. Uma série ), a, = ap+a1+ag+--- com ay, ai, ...em K converge
se a sequéncia (s,) dos seus truncamentos s, = a1 + - - - + a, converge (em K).
Ela converge absolutamente se },|a,| converge (em [0,c0[).

Proposigao 4.2. Seja )., a, uma série. Se ela converge absolutamente ¢ K ¢ completo,
entao converge.

Demonstra¢ao: Como K é completo, dada uma série }}, u,, observemos q a
sequéncia (s,) dos seus truncamentos finitos s, = u1 + - -+ + u, converge se, €
tao-somente se, s, n = Uy + -+ Uy, — 0 para n — oo; isto €, (s,) converge
se, e tao-somente se, para todo € > 0 existe N tal que |s, | < € para todo
n,m > N.

Pela desigualdade triangular, |a, + - + an| < |a,| + -+ + |an|. Logo, se
lan| + -+ + |an| — O, entdo |a, + --- + an| — 0. Logo, pela observacao, a
sequéncia dos truncamentos finitos s, = a1 + - - - + a, converge; isto &, }., a,
converge. O

Para (a,) uma sequéncia em K, denote
liminf a, = lim inf{a, : n € N} e limsupa, = lim sup{a,:n € N};
n—00 n—0o0
ou, alternativamente,
lima, :=liminfa, e lim a, = limsup a,.

Os limites sio monotonamente crescentes respectivamente decrescentes; por
isso sempre existem (se incluimos a possibilidade dos limites +c0).
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Uma série de poténcias a volta de a em K é uma série de poténcias formal da

D a(Z-a)";

neN

forma

isto é, uma sequéncia de polinémios (sx(Z) : N € N) com sn(Z) = 3,0, N @n(Z—
a)" em K[Z].

Se substituirmos a incégnita Z por um elemento z em K, obtemos a série
2neN @n(z —a)" em K, isto é, a sequéncia de somas truncadas (sy) com sy =
S0, an(z = a)" em K.

Se Yen an(z —a)" < oo, isto é, se a sequéncia (sy) converge, para todo z em
um subconjunto X em K, entdo obtemos uma funcao

D— K
zHZan(z—a)”.

neN

Para distinguir entre estas trés interpretacdes de uma série de poténcias,
usaremos (que o leitor atento nos corrija em cada caso contrario!)

* uma letra maiiscula como Z para destacar que se trata de uma série de
poténcias formal,

* uma letra min#scula como z para destacar que se trata de uma série em
K, e

* anotagdo ),y an(-—a)” ou z = ) ,cn an(2 —a)” para destacar que se
trata de uma fun¢do sobre um subconjunto de K.

Em [Congp, III], ndo ha distingdo entre estas trés interpretacdes por notagao
ou nomeacao e a interpretacao intendida revela-se pelo contexto.

4. Raio de convergéncia

Toda série de poténcias ) ,cn @,(Z — a)” é uma func¢io (com valores em K)
definida sobre uma bola aberta em K a roda de a cujo raio calculemos agora:
Por exemplo, a série geométrica é a série de poténcias (em torno de 0)

>z

neN



Pela soma telescopica,
1-Z2)Q+Z+---+Z" =1-27""

Logo, se |z| < 1, entao

e se |z| > 1, entdo 3, 2" diverge.

Teorema 4.3. Para uma série de poténcias )., a,(Z — a)™ define o seu raio de
convergéncia R por

1 1

R =limsup|a,|» em [0,00].
(i) Se|z —a| <R, entao a série ), a,(z — a)™ converge absolutamente.
(if) Se |z —a| > R, entao a série )., a,(z — a)™ diverge.

(iii) Ser < R, entdo a série de fungoes ), u, com u, = a,(- — a)" definidas sobre a
bola {z : |z — a| < r} converge uniformemente.

O raio de convergéncia R ¢ 0 énico nimero que satisfaz as propriedades (i) e (ii).

Demonstracao: Pelos traslados mutuamente inversos z — z —a e z — 2z + a,
podemos supor a = 0.

(i) Temos

1
limsuplanI% < R ™ [0, 00].

valentemente, |a,| < % para todo n > N. Logo, para |z| =r < R e
n >N,

~ . 1 .
se, e tao-somente se, existe N tal que |a,|" < % para todo n > N. Equi-

n n r\"
an"] = laall]" < ()
Como p := g <1, a série },,5nla,2"| € dominada pela série geométrica
convergente em p; logo
* a série ), a,z" converge absolutamente sobre a bola {2 : |z| <7}, e

* a série de fungoes ), a,-" sobre {z : |z| < r} converge uniforme-
mente pelo Teste de Weierstrass Teorema 2.92.
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Se |z| > R, entdo existe r > R com |z| > r. Temos

1
limsuplanI% > R ™ [0, 00].

1 1
se, e tio-somente se, existem ng, n1, ...em N tal que |a,,|™, |a,|™ ... > %.
Logo a série ), a,2z" tem uma infinitude de parcelas com indices n = ny,
ni, ...Ccom

la,z"| = p* com p := % > 1.

Como p" — oo, estas parcelas sdo ilimitadas; logo »., a,2" nao converge
(porque se convergisse, entdo as parcelas convergiriam a 0).

Quanto a unicidade do nimero positivo que satisfaz (i) e (ii): Sejam R e S dois
tais nimeros. Apds uma eventual troca dos seus nomes R < S. Por (ii) para R,
obtemos que R é o maior nimero positivo T tal que (i) é satisfeito para todo z
em K com |z| < T. Logo, como (i) ¢ satisfeito para S, obtemos S < R. O

Em outras palavras, por Teorema 4.3, para toda série de poténcias ), a,(Z—
a)" existe um unico nimero R em [0, 0], determinado por

1. 1

R = lim sup|a,|*,
tal que, para todo z em K com |z| # R, a série ), a,(z — a)” converge se, e
tao-somente se, |z| < R.

Proposicao 4.4. Seja ., ay,(Z—a)™ uma série de poténcias cujo raio de convergéncia
R ¢ definido por

R = lim suplan|% em [0,0].

Se a sequéncia

a
( “l:ne N)
an+l
converge, entao
a
| > R.
an+1

Demonstracao: Pelos traslados mutuamente inversos z — z —a e 2z — 2z + a,
podemos supor a = 0.

Exista o = lim|;*-|. Se r < «, entdo existe N tal que para todo n > N temos

. : 1 An+l
- |; equivalentemente, - > |a_n|'

an

r<|

A+
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Se |z| = s < r, entdo estimemos, para n > N, usando o produto telescopico

an Ap  AN+1| _ |l ___|dN+1|
an| |an-1 an lan-1] lan|
que
a a
lanz"| = Janl]2"] = 2l 1ol e e
|an—1| |aN|

com p := ; < 1. Logo, como s < r < a foram arbitrarios, 3, a,2" ¢ dominada
pela série geométrica convergente em p; logo converge para todo z com |z| < o
isto é, R > a.

Se r > a, entdo existe N tal que para todo n > N temos |a“”—”| < r; equiva-

+1

lentemente, % < |%| Se |z| = s > r, entdo estimemos, para n > N, usando o
n
produto telescipico

| lanl  lans]

= . lax]|z|" > |ax|p”
|an—1| |aN|

|anz

com p := 3 > 1. Logo a série }., a,2" tem uma infinitude de parcelas com
|anz"| 2 p"

Como p" — oo, estas parcelas sdo ilimitadas; logo }’, a,z" nao converge (porque
se convergisse, entdo as parcelas convergiriam a 0). Isto é, R < a. m]

Observagdo. Cautela, nada se diz sobre a convergéncia ou divergéncia no circulo
|z| = R. Neste caso depende

* da série especifica, e
* da topologia do corpo
se ela converge ou nao! Por exemplo,

* se a, = 1, entdo ), a,Z" tem raio de convergéncia R =1 e diverge no
circulo |z| = 1;
-1)" ~ . A
* sea, = % e K =R, entdo }, a,Z" tem raio de convergéncia R=1¢e
sobre o circulo |z| =1
— diverge para z = -1, e

— converge para z =1 a log(1 + 2).
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O raio de convergéncia depende dos valores absolutos |a,| dos coeficientes
da série de poténcias )}, a,(Z — a)™

Observagdo 4.5. Seja o corpo primitivo de K o menor corpo de K. Se a caracteristica
de K ¢ 0, entdo € Q, e, caso contrario, entdo é [, para um numero p primo.

Pelo Teorema de Ostrowski, Teorema F.3, se a caracteristica é 0, entdo sobre
0 seu corpo primitivo:

e Ou || é o valor trivial,

* ou || é equivalente a um valor absoluto |-|, para p primo, isto €, existe
a > 0 tal que |-| = |-|2‘,

* ou || é equivalente ao valor absoluto usual ||, isto é, existe o > 0 tal
que |- = [-[&.
Se a caracteristica € p > 0, entdo, pela multiplicatividade de |-|, por [, ser finito,
|-] é equivalente ao valor absoluto trivial.

Exemplo 4.6. Logo, se a caracteristica de K é 0, entdo, por exemplo, % -0
em R, mas cresce monotonamente em Q, para todo p primo:
Em K =R ou C, por Proposi¢ao 4.4, a série de poténcias

expZ = Zn—:l

(também denotada por ¢Z) converge para todo z em K.
Ao contrario, em um corpo K que contém (como subcorpo normado) Q, o
_ L
raio de convergéncia de expZ é R =p #-1.
Sobre um corpo de caracteristica positiva, exp Z ndo ¢é definida.

Proposigao 4.7. Sejam )., a, € )., b, duas séries. Se convergem absolutamente, entdo
a série
Z Cn  COM Cy = agby, + -+ aybo
n

converge absolutamente com limite )., a, )., by.
Demonstra¢do: Exercicio. O

Corolario 4.8. Sejam )., a,(Z —a)" ¢ )., b,(Z — a)" duas séries de poténcias. Se
tém raios de convergéncia > r > 0, entdo

Z cn(Z—a)®  comcy = aph, + - - - + ayb

n
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Z dy(Z —a)"  comc, =a,+b,
n

tem raio de convergéncia > r com

D az=a)" =) an(z=a)" ) bu(z~ )"

n n

Z dy(z—a)" = Z a,(z—a)" + Z by(z—a)"

n

para todo z € K com |z — a| < 1.

Na pratica, Corolario 4.8 permite-nos adicionar e multiplicar valores de séries
de poténcias sobre o seu dominio de convergéncia, gragas a sua convergéncia
absoluta, como se fossem somas finitas.

Exercicio 4.9.
(i) Calcule o raio de convergéncia da série },_;. . a”z" em K para os
diferentes valores absolutos de a € K!
Dica: Pela Proposicao 4.4,

n

1
a2n+1

ay a

an2+2n+1

R =

an+1

Logo,

e Sea#0elal>1, entio a*"*!

R=0.

— ©00; logo o raio de convergéncia é

o Se |a| <1, a®*!

— 0, entdo o raio de convergéncia é R = co.
e Se |a| =1, entao R = 1.

. . A . !

(ii) Calcule o raio de convergéncia de }},_; 2" em K!

!
RIS

n=0,1,... k=0.1,...

Dica: Escrevamos

onde ay =0, a; =2, ap =1 para k = n!, e a; = 0 para os demais valores
de k. Assim, limsup;_,|ax|"/* = 1. Portanto, R = 1.



(iii) Mostre que o raio de convergéncia da série de poténcias

Z (_1)n zn(n+1)
n=12,... n

em C é 1! Verifique sua convergéncia para z = +1 e =+i!

4.2. Derivadas de Séries de Poténcias

Calculemos explicitamente as derivadas de uma série de poténcia. Nao ha sur-
presas: a derivada é dada pelas derivadas (formais) dos polinémios truncados.

Lema 4.10. Temos lim {/[n| = 1.
Demonstragdao: Por Observacgao 4.5, sobre o seu corpo primitivo:
(i) Ou || é equivalente ao valor trivial,
(ii) ou |-| é equivalente ao valor absoluto usual,
(iii) ou |-| é equivalente a um valor absoluto ||, para p primo.

Ad (i): Se |-| é trivial, entdao |z| = 1 para todo n em N que nao é multiplo
da caracteristica p de K (= o nimero primo p que gera o nucleo de Z — K).
Logo, pela multiplicatividade de ||, vale |{/r| = 1 para todo n indivisivel por p.
Em particular, lim sup ¥z = 1.

Ad (ii): Escreve ¥/n = 1+ 8, para 8, > 0. Temos, pelo desenvolvimento

binomial,
n )k AP
n=(1+8,)" = Z (k)s,, > (2)6,,
k=0,....,n
se, e somente se,

82<Z 50 para n — oo.
n

Ad (iii): Se |-| é equivalente a |-|,, entdo % < |n| <1 para todo n em N. Logo,

por (ii),
1

1=
lim ¥/n
Lema 4.11. Sejam (ay) ¢ (b,) sequéncias reais. Se a,,b, > 0 para todon ¢lima, = a
¢ b =limsup b, existem e a > 0, entdo

1
=lim — <lim+/|n| < 1.
T Vln|

lim sup a,b, = ab.
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Demonstracdo: A estimativa < é clara.
lima,b, =lima,lim b, = ab.

Se b > 0, sejam a < a, B < b positivos e N em N. Temos de encontrar n > N
tal que a,b, > aff: Como a, — a, existe N’ > N tal que a, > a paratodo n > N'.
Como sup{b, : m > n} — b, existe N” > N tal que sup{d,, : m > n} > p para
todo n > N”. Logo, a,b, > af para todo n > N’, N”. O

Quanto a estimativa >, se 4 = 0, entdo b = limb,, logo limsupa,b, =

Corolario 4.12. Seja (a,) uma sequéncia real. Se a, > 0 para todon ¢a = lim sup a,

existe, entdo
1

3 n o —
limsup a,a, = a.

1
Demonstrag¢go: Ou a = 0, quando lim sup a, = lim an € 0 < a,; <1 para todo =;

logo Lema 4.11 se aphca as sequéncias (a,) e (a ).

Ou a > 0, quando a; — 1; logo Lema 4.11 se aplica as sequéncias (a ) e
(an)- O

Proposicao 4.13. Seja f(Z) = 3, an(Z — a)" uma série de poténcias. Se f(Z) tem
raio de convergéncia R > 0, entdo

(i) para todo k > 1, a série de poténcias

Zn(n—l)---(n—k+1)an(z_a)n—k

n>k

tem raio de convergéncia R,

(ii) a fungao z — f(z) sobre B(a,R) ¢ infinitamente derivdvel ¢ a sua k-ésima

derivada ) ¢ dada por
fB@ =) nn-1) - (n-k+Day(z-a)"*,

n>k

(iii) para todo n > 0,

nla, = f(”)(a)

Demonstragdo: Ad (i): Mostremos primeiro a conclusao para £ = 1: Calculemos
o raio de convergéncia R da série de poténcias 3,51 na,(Z — a)"~! por

1 1 1 1
— =limsup|na,+1|* = limsup|a,.1|* = limsup|a,|*T = limsup|a,|*,

onde se aplicaram, na segunda igualdade,
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e Lema 4.10 para lim+/|n| =1, e
1 1
* Lema 4.11 as sequéncias (n») e (|ap+1]7);

na ultima igualdade,

1
n—-1

Tt 1
lim sup|a,|*T = lim sup (|an|%) "' = lim sup (|an|%) "' = lim sup b,b;!

1 . . ~ A .
com b, = |a,|». Por Corolario 4.12, aplicado a sequéncia (b,),

1
lim sup 6,6, =limsupb, =lim suplanli.

Isto &, o raio de convergéncia de Y,,5; na,(Z — a)"! é igual ao de f(Z).
Para £ > 1, pela hipotese de inducao,

NPz =Y nn-1) - (n— k4 Dan(Z - )",

n>0 n>k

onde af,k) =(n+k)(n+k—-1)---(n+1)a,, tem raio de convergéncia R. Logo,

pelo caso £ =1,

Z n(n—1)-(n—k+1)(n—k)a,(Z — a)" D,

n>k+1

tem raio de convergéncia R.

Ad (ii): Pelos traslados mutuamente inversos z — 2z —a e z — 2z + a, po-
demos supor a = 0. Ponhamos g(z) = Y, na,z"*. Como todas as séries sdo
absolutamente convergentes, logo os seus limites independentes da ordem do
somatorio,

[O-1@
_Zn anzn_Zn anwn _ n—1
= po— ; na,w

_ | sn(2) —sn(w)
B zZ—Ww

. Bx() ~Ra(2)
zZ—Ww

sk () + [ (w) - g(w)]

com

sn(z) =ag+ a1z + - +anzy e Rn(2) = ans12V T+ angoz NP4
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Precisamos de mostrar que esta soma converge a 0 quando w converge a z:

Como o polinomial sy(z) é diferenciavel, a primeira diferenca posta em
colchetes converge a 0.

Como a série de poténcias g(w) converge por (i), a ultima diferenga posta
em colchetes converge a 0.

Quanto a fra¢cdo no meio, pela convergéncia absoluta,

RN(Z) _ RN(Z) oN+L _ N+l SN+2 wN+2
=aNy———— — taNnyo———— + -
zZ—Ww zZ—Ww zZ—Ww

Pela soma telescopica

(z-w)(Z"+2" w+ -+ 20"+ w") = (2" - ™),
obtemos
Rn(2) — Rn(z
N( ) N( ) — Z an(zn—l +Zn—2w +o.n +an—2 +wn—1)
z2—w

n>N
Como |z| e |w| < r < R, obtemos

n—2 n—2

lan(Z" 14+ 2" 2w+ -+ 2" 2+ " Y| < |ag|n|r|™ Y

n—2 n—2

logo, a série com as parcelas a,(2" 1 + 2" 2w + - - + zw" 2 + w™ ') converge

absolutamente por (i) (sobre K =R ou C). Em particular,

Rn(2) — Rn(2)

Z—w

— 0 para N — oo.

Por indugao sobre £, aplicando esta igualdade a série com os coeficientes
aﬁlk) =(n+k)(n+k-1)- - nay, obtemos que f € k vezes diferenciavel com a
sua k-ésima derivada

f(k) = Zn(n—l)-~(n—/c+1)an(Z—a)”_k.

n

Ad (iii): Por avaliacao da série de poténcias que descreve f (%) obtida em (ii)
no ponto a. i

Observagao. Se lim,, |La”|1|
n+

Proposicao 4.4 pois

exista, entdo Proposicao 4.13.(i) segue diretamente de

|na.| _ lax| = . |an]

(n+1)]an] - lapi1|n+1 n|apsa|
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Corolario 4.14. Seja f(Z) = 3., ay(Z — a)" uma série de poténcias. Se f(Z) tem
raio de convergéncia R > 0, entdo a fun¢do z — )., a,(z — a)" ¢ bem-definida ¢ suave
em B(a,R).

Corolario 4.15. Para todo z em K com |z] <1

. 1
an :m.

n

Demonstragdo: Por Proposicao 4.13 aplicado a série geométrica e usando a
igualdade }}, 2" = ﬁ para |z| < 1. O

4.3. Exponencial

A série de poténcias

converge em todos os pontos em K = C ou R e por Proposi¢ao 4.13 possui

d _
&expz:znzn' :thzz—!:expz.
n

n>1 : n>1

derivada

Observagdo 4.16. Em particular, como exp(r) > 0 para todo r em R, a derivada
de exp: R —]0,0[ € positiva; logo, cresce estritamente; em particular, € injetor
sobre R.

Denote
¢ =exp(1).

. 1
Exercicio. Mostra ¢ = lim,, (1 + %) n!

Lema 4.17. Seja B uma bola em volta de 0 em K ¢ f: B — K. Se f ¢ diferencidvel
e f'(x) = f(x), entdo f(a+b) = f(a)f(b).

Demonstrag¢do: Sejam 2y e zp — z em B e define a fun¢do g: B — K por z —
f(2)f (20 — z). Logo, pela regra do produto

(uv) = u'v + uv’,

para as funcoes diferenciaveis « = f, v = f (29 — -) obtemos pela nossa hipotese
g’(z) = 0. Por Proposi¢ao 3.9, g(z) = o é constante, ® = g(0) = f(0)f (20). Isto
é, f(2)f(z20—2) = f(0)f(20). Escrevendo z = a e zp = a + b, obtemos

fa)f(b)=f(0)f(a+b) (%)
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para todo a e b em K.
Como f(a) = f(0+a) = f(0)f(a) para todo a em K, ou f =0, ou f(0) =1.
Logo, vale (x) para f(0) substituido por 1. o

Lema 4.17 aplica-se em particular a f = exp.

Defini¢ao. Denote a fungao sobre K dada pela série de poténcias convergente
exp(Z) por

¢ = exp;
isto é, ¢ = exp(z) para todo z em K.

Esta notacdo ja sugere que o argumento de exp se comporta como o expoente
da potenciacdo com base e:

Em particular, ¢*" = (¢*)" para todo n em N.

Observagdo. Sobre C, como todos os coeficientes de exp Z sao reais, expZ =
exp Z. Em particular, se 0 em R, entdo [¢°|? = ¢% 7% = 1, isto ¢, | = 1.
Mais geralmente

le*]? = ee” = ¢ = exp(2R2),

isto €, |exp z| = exp(*Rz). Logo, para z com Jz = 0,
exp z = |exp z| exp(i0).

Exercicio. Mostra que exp € a tnica funcao f: R —]0,00[ que é diferenciavel e
satisfaz f(a+b) = f(a)f(b) e f(1) =¢!

Exercicio. Mostra que o logaritmo log: ]0,c0[— R definido por

2 x3

log(1 — T
og(l+x)=x 2+3

satisfaz f(ab) = f(a)+f (b) por uma adaptacao da demonstracao de Lema 4.17!
Mostra que log é a tnica fun¢ao f: ]0,c0[— R que ¢ diferenciavel e satisfaz

f(ab) = f(a)+ f(b) e f(e) = 1!

Deduze que log é inverso a exponencial.
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. . _ x2 x3 . 1.
Dica. Deriva log(1+x) = x — % + % —---; compara com },(—x)" = 17; deduze

log(x) = 1
Derivaxlog(ax) —log(x); avalia log(1) = 0; deduze log(ax) = log(a) +log(x).
Mostra log(e) = log(lim, (1 + %)%) =1
Logo log ¢é diferenciavel e satisfaz f(ab) = f(a) + f(b) e f(e) =1.
Se f é uma tal funcdo, entdo é determinada sobre ¢ - N e ¢ - Q5, pois

fle=flOn=n e fler)==f(e") =-n.

Logo f oexp = id sobre Q, logo sobre R por continuidade. Como exp é bijetora,
necessariamente exp of = id. Isto é, f € inverso a exp.
Aplicado a f =log, obtemos que log é inverso a exp.

Funcoes Trigonométricas. Definamos as fun¢des trigonométricas co-seno e
seno sobre R

2 24 23 2’5

z . .
cosZ = R(exp(iZ)) = 1—§+Z—- -~ e sinZ:=3(exp(iZ)) = TR

que convergem absolutamente em todos os pontos em R (e C).

- ',\ ¥

Figura 4.1: As funcbes suaves seno (cujo grafico é verde) e o co-seno (cujo
grafico é azul) sobre R.

Por Proposicao 4.13, derivando cada termo da série,
cos’=—-sin e sin’ =cos.
Como |exp(i-)|2 = 1, por definicio
cos? +sin? = 1. (4.1)

Logo, a imagem de cos e de sin € contida em [-1,1] e cos = +1 se, e tdo-somente
se, sin = 0; igual para cos e sin trocadas.
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Lema 4.18. A4 fun¢do cos: R — [-1,1] tem um inico zero em [0,2].

Demonstracao: Temos cos(0) =1 e

=1-2(2/3)—...<-1/3.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um zero entre 0 e 2.
Para mostrar que este é o unico zero no intervalo [0,2], mostremos que cos
é estritamente monoétona ali; ou, suficientemente, que cos” > 0 em ]0,2[. Como

cos’ = —sin, mostremos equivalentemente que sin > 0 em ]0,2[:
) x x5«
sm(x):x—§+ﬁ—ﬁ+
2\ 5 x2
x|l )+ (12—
x( 3')+5!( 6 7)+
4 x° 4
ZX(1—§)+E(1—W)+ZX/3>O O

Defini¢do 4.19. Denote n = 25 onde s é o tnico zero de cos: R — [-1,1] no
intervalo [0,2] (segundo Lema 4.18).

Observagao. Como = é a propor¢ao entre a circunferéncia e o didmetro de um
circulo, seria mais evidente definir s = § pelo comprimento do gréfico de
Y = (cos,sin) sobre [0,1], isto &,

1
s= [ s,
Contudo, notemos que esta defini¢do necessita o desenvolvimento
* da teoria da diferenciagao, e
* da teoria da integracao

sobre a reta R. Logo, a como zero de cos em [0,2] é mais elementar.
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Por outro lado, poderiamos ter definido n diretamente por uma série conver-
gente como estabelecido por Leonhard Euler em 1741 pela demonstraciao do
Problema de Basileia

n? B 1
25k

n

(Vide [San18] para uma bela explicacao geométrica desta igualdade!) Contudo,
esta definicao ndo evidenciaria o papel distinto de © como argumento da funcao

exp(i-) em (4.2).

Por (4.1), temos sin(5) = +1. A demonstragdo de Lema 4.18 mostrou, em
particular, que sin(¥) > 0. Logo, sin(}) = 1. Isto &, exp (i5) = i, e pela
multiplicatividade de exp,

exp (lg) =1i,exp (in) = —1,exp (z;n) =—i, e exp (i2n) = 1. (4.2)

Corolario 4.20. 4 fungao cos[0,5] — [0,1] ¢ bijetora.

Demonstrag¢ao: A demonstracao de Lema 4.18 mostrou, em particular, que cos
decresce estritamente em [0, 5]; em particular, € injetor.

Como a fungdo ¢ continua, e tem os valores 0 e 1 em [0, 5], pelo Teorema
do Valor Intermediario, [0,1] é contido na sua imagem. O

Teorema 4.21 (Demonstraciao de [Niv47]). O niamero nt ¢ irracional.

Demonstragdo: Suponha que n = 7 para inteiros positivos a e b. Para qualquer
n em N, define f: R — R por

x"(a— bx)"

fl =
eF: R — R por

F() = f(x) = ")+ [P0+ + (D fE @) 44 (D" P ().

Primeiro Escélio: F(0) + F(x) é um ntimero inteiro.

Prova: Expandindo f como uma soma de mondmios, o coeficiente de x*
¢ um numero da forma % em que ¢; € um namero inteiro para todo k; mais
precisamente, é 0 para todo £ < n.

Portanto, %) (0) = (k!/n!)e; para n < k < 2n e é 0 para k£ < n; em ambos

os casos f¥)(0) é um niimero inteiro; logo F(0) é um numero inteiro.



Por outro lado, f(n —x) = f(x) e, portanto, (-DF B (n-x) = fFB(x) para
todo £ > 0. Em particular, (-1)* £ (z) = £®)(0). Portanto, f*)(n) também
¢ um ntmero inteiro. Logo, F(x) é um inteiro.

Concluimos que F(0) + F(x), como soma de inteiros, € inteira.

Segundo Escolio: /On f(x)sin(x) dx = F(0) + F(x)

Prova: Como f?"? =, tem-se F” + F = f. Como sin’ = cos e cos’ = — sin,
pela regra do produto (F’ - sin—F - cos)’ = f - sin. Pelo Teorema Fundamental
do Calculo

T T
/0 £(x) sin(x) dx = (F/(x) sinx — F(x) cos x)‘o
Como sin0 = sinw = 0 e cos © = 1, concluimos o enuncio.

Conclusdo: Como f(x) > 0 e sinx > 0 para 0 < x < 7, obtemos por ambos
os escolios que F(0) + F(xr) é um inteiro positivo. Como 0 < x(a — bx) < na e
0 <sinx <1 para 0 < x < w, obtemos pela definicio de f que

/ f(x)sin(x) dx < n(na') <1 paran>0.
0 n.

Pelo segundo escolio F(0) + F(n) < 1 para tal # > 0; contradicao a soma
F(0) + F(x) ser positiva e inteira! O

Por um famoso resultado por Lindemann de 1882, o nimero & é até mesmo
transcendente, isto é, f(n) # 0 para todo f nao-nulo em Q[X]. Enquanto a
demonstracao original foi envolvida, logo depois Hilbert deu em [Hilg3] uma
mais simples de quatro paginas.

Periodicidade de exp. Estudemos os periodos da exponencial:

Defini¢do 4.22. Uma funcao f sobre um subconjunto de K é periddica com
periodo c em K se f(-+¢) = f.

Aplicando os resultados anteriores, concluimos:
Proposicao 4.23. Temos
{ todos os periodos deexp } ={z € C:expz =1} ={k-2ni : k € Z}.

Demonstra¢ao: Mostremos a inclusao “2”: Por (4.2),

4 k
zg) ) =GhHF=1" =1 para todo £k € Z. ()

exp(k - 2mi) = (exp (
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Mostremos a inclusao “C”: Se ¢ é um periodo de exp, entdo ¢**° = ¢”e’.

Como exp # 0, obtemos ¢° = 1. Em particular, 1 = |¢°| = ¢**. Como ¢’ =1 e
exp € injetor sobre R por Observacdo 4.16, logo Rz =0, isto é, ¢ em iR.
Se
exp(i0) =1 com 0 € [0,2x[,

entao, pela multiplicatividade da exponencial, exp(z‘%) em {+1,+i}. Pela unici-
dade do zero de cos, para n € [0,2],

exp(in) = i
se, e tao-somente se, | = % Logo,
0 T T
— €10, —, ,3—} .
4 { 9 ™%
Logo, como 0 em [0,2x[, necessariamente 0 = 0. Isto é, ndo ha periodos em
iR além dos da forma k27i. O

Denote S := {z € C : |z] = 1} o circulo unitario no plano complexo.
Corolario 4.24. A funcao

[-m, 7] — St
e — eie
¢ sobrejetora. A sua restrigio [—n,n[— S' ¢ bijetora.

Demonstragdo: Seja z = a + ib em S!. Mostremos que exp(i-): [-n, ] — St é
sobrejetor, isto é, existe 0 em [, ] tal que exp(i0) = z. Distingamos os casos
as0ebsO:

Sea>0ebd>0,isto é a € [0,1], entdo pela bijetividade de cos existe 0
em [0,7] tal que cos© = a. Como cos®+sin? =1 e sin > 0 em [0,5], temos
sin® = b. Isto é, expib = 2.

Sea<0eb >0, entdo Z := —iz satisfaz as condi¢gdes do caso precedente.
Logo, existe ® em [0, ] tal que exp i® = Z. Por (4.2), o argumento 0 := %n +0
satisfaz

exp i = exp(ig) exp(i®) = iZ = z.

Se b < 0, entao pelos dois casos precedentes, existe ® em [0,x] tal que
exp i® = —z. Por (4.2), o argumento 0 := ® — & satisfaz

exp i0 = exp(—in) exp(i®) = (-1) —z = 2.
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Isto conclui a demonstracao da sobrejetividade de exp(i-): [-m, ] — S

Observemos primeiro que exp(—in) = exp(in) = 1, logo exp(i-): | — n,x[—
St — {-1} é sobrejetor. Mostremos que exp(i-): | — n,x[ é injetor. Como cos é
injetor sobre [0, 5], em particular exp(i-) é injetor. Logo, pela multiplicatividade
de exp e por (4.2), as funcoes

exp(i-): [—n,—g[ — [-1,0] e exp(i): [—g,O[ — —i[-1,0],

exp(i-): [O,—g[ — [0,1] e exp(i): [g,n[ — i[0,1]

sao injetoras. As suas imagens intersectam s6 em —1, o valor de exp(i-) em +m.
Logo, exp(i-) é injetora em [—=,[. O

O inverso de exp(i-): [-m,n[— S! nio é continuo, mas, sim, a sua restricio
] = n,n[— S' - {-1} como veremos em Lema 4.28.

4.4, Ramos do Logaritmo

Por Proposi¢ao 4.23, em particular a série de poténcias exp nado é injetor sobre
o seu dominio C (em contraste ao dominio R). Logo, existe nenhuma fung¢ao
inversa, isto é, uma funcao f tal que f o exp =id e expof = id. No entanto,
existe uma funcao que satisfaz a segunda igualdade; uma tal funcdo chama-se
cisdo (e retrag¢do se satisfaz a primeira igualdade). Intuitivamente, uma cisao
recorta o dominio tal que contenha nenhum par de pontos que tenham o mesmo
valor.

Defini¢ao 4.25. Seja G um subconjunto aberto em C. Um ramo do logaritmo é
uma funcdo f: G — C continua que cinde exp, isto €, tal que

id =expof.
Se f é inverso a exp, logo

S0 — gp = of @ () _ f(@+f(B)

A igualdade id = exp of implica em particular que exp € injetora na imagem
de f; logo f(ab) = f(a)+ f(b). Em particular, como /D =1 = ¢ temos
F)=o.

Se o dominio G também é conexo, entdo todos os ramos do logaritmo sdo
traslados de um ramo fixo por um multiplo de 2mi:
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Proposigao 4.26. Seja G um subconjunto aberto em C. Se G ¢ conexo e f ¢ um ramo
do logaritmo sobre G, entdo

{ todos os ramos do logaritmo } = {f +k - 2ni : k € Z}.

Demonstra¢go: Se f é um ramo do logaritmo, entdo para todo £ em Z a funcao
g=f+k-2ni também é um ramo do logaritmo pois

& = ef+/c2m‘ — ef . ek2m’ —id - (82ni)k —id - 1% = id.

Vice-versa, se f e g sdo sec¢des, entao

M) =51/ (2) - g(2)]

i
é continua sobre G e, como

oS (=8 = of (@ =2(x) —4q . i1 = 1,

temos £(G) € Z. Como G € conexo e £ continua, £(G) é conexo; logo, existe £
em Z tal que A(G) = {k};isto é, g = f + k - 2mi. O
Como exp(z) # 0 para todo z em C, necessariamente 0 ¢ G. A funcao
exp: R —]0,00[
2

é bijetora com inverso log definido por log(1 +x) = x — 5 + x _.... Por

3
Corolario 4.24, a funcao
exp(i-): | —n,n[— st - {-1}

é bijetora; denote arg: S — {-1} —] — n,x[ o seu inverso: ela combina o arco
co-seno cos™ ! e arco seno sin”! no sentido de que

arg(R-) = cost e arg(J-) = sin”!.

Como a intersecio das imagens ]0,00[N(S'—{-1}) = {1} é um conjunto unitério,
concluimos que a fun¢ao

exp: Rxi] —n,n[— G
com imagem (= o plano complexo com a fenda em {2z : z < 0})
10,00[x(St - {-1}) =C - {2: 2 < 0} = G.

€ bijetora.
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Im

He

Figura 4.2: A imagem de todo ramo do logaritmo f é contida numa fita de
espessura 2n. Cautela: f pode ser estendida a uma funcao bijetora
entre o plano todo C e o produto com o intervalo semiaberto R X
i[y0,90 + 2n[ (em vez de ]yo,y0 + 27); todavia, esta extensao nao
sera mais continua na reta z < 0!

Definicao 4.27. O ramo principal do logaritmo, denotado por log, é dado por

log: C—{z:2<0} > Rxi] —xn,xn[

z +— log|z| +iargz
Isto é, se z = |z|¢'® com |z| = ¢”, entdo logz = r + 0.
Logo, por Proposicao 4.26, para todo w em C,
exp_l{w} = {log|w| + i(argw + 2nk) : k € Z}.

Em particular, a imagem de todo ramo do logaritmo, para garantir a injetividade
da exponencial, é contida em uma fita R X i(] — n+¢,m +¢[) de largura 2x com
¢t € R. Para o ramo principal do logaritmo, ¢ = 0.

Observemos que a aplicacao bijetora

exp(i-): [0,2n[— S?
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é continua, mas o seu inverso é descontinuo porque a sua imagem é compacta
enquanto o dominio ndo é compacto. Com efeito, a funcdo inversa pula abrup-
tamente de 2r a 0 ao aproximar 1 em S'. Contudo, o inverso da sua restricao
10,2x[— St — {~1} é continua:

Lema 4.28. O ramo principal do logaritmo ¢ continuo.

Demonstra¢go: Como |-| é continua e log: R —]0,00[ é continua, a parcela
esquerda da soma que define log é continua.

Mostremos que a parcela direita da soma é continua: Denote arg: S'—{-1} —
] — n,n[ a funcdo inversa a parcela direita exp(i-): | — n,x[— St — {-1}.

Seja z no dominio D = S — {~1} de arg. Mostremos que arg é continua por
ser localmente continua, isto €, existe uma vizinhan¢a (= um conjunto que contém
um aberto) U de z tal que a imagem V = arg(U) é uma vizinhanca de arg(z) e
arg U — V é continua.

Existe uma bola fechada B em C a volta de z que ndo contém —1. Mostremos
que arg é continua na vizinhan¢a U = BND; isto é, mostremos que a pré-imagem
de todo subconjunto fechado F em V = arg(U) é fechada.

Como U ¢ fechado, V = arg(U) = exp(i-)1(U) é fechado como pré-imagem
da funcao continua exp(i-). Como o dominio de exp(i-) é limitado, V é limitado.
Concluimos pelo Teorema de Heine-Borel que V é compacto.

Como exp(i-) é continua, a imagem de todo subconjunto compacto é com-
pacta. Logo a pré-imagem arg 1 (F) = exp(i-)(F) de todo subconjunto F que é
fechado em V é compacta; em particular, é fechada.

Concluimos que ambas as parcelas da soma do ramo principal do logaritmo
sdo continuas, logo ele é continuo. m]

Isto explica porque a projecao de nenhum ramo do logaritmo ao eixo ima-
ginario contém um intervalo semiaberto [¢,¢ + 2rn[, mas apenas um aberto
intervalo aberto [¢,¢ + 2n[. Logo, uma fenda no dominio no plano complexo
de todo ramo do logaritmo é inevitavel.

Corolario 4.29. Todo ramo do logaritmo f ¢ diferencidvel com derivada f'(z) = z71.
Demonstragdo: Por Lema 4.28 as condi¢des de Proposicdo 3.10 sdo satisfeitas. O
Defini¢ao. Uma regido é um subconjunto G em C que é aberto e conexo.
Para b em C, define
LG C
z - exp(blog(z)).
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Exercicio 4.30. Mostra que {exp(ik) : k € N} é denso em S1.

Dica. Como

10,1[2510, 22 25 s — (-1

€ um homeomorfismo, equivale mostrar que
D ={r(nd) : n € N}

é denso em [0,1[ onde 0 < & := % <1ler:[0,00[— [0,1] é definida por
x = n(x)+7(x) com n(x) em Z. Como Q é denso em R, basta mostrar que D é
denso em Q N [0,1]. Isto é, para toda fracao positiva % <1 existe n em N tal
que 0 < r(nd) — % < 1, ou, equivalentemente, tal que

[-1

Escrevendo nx = N+s com N em N e s em [0,1[, obtemos
r(mnx) = r(mN + ms) = r(ms) = r(mr(nx)).

Suponha que ja mostramos inf{r(nx) : n € Z} = 0: Logo, existe n tal que
€ :=r(nd) < % Seja m minimo tal que (m +1)e > 1. Logo
k-1 [-1
me >1—¢€ > > —;

k k

logo, pela multiplicatividade
me = mr(nd) = r(mr(nd)) = r(mnd),
obtemos r(mnd) > Z_Tl; isto &, ().
Falta mostrar inf{r(nx) : n € N} = 0: Seja » minimo tal que 2 > 1.
Como = € irracional, logo & € irracional. Logo 0 < r(n8) < & (ou equi-

valentemente, por contraposicdo, se fosse igual, & seria racional). Iterando,
encontramos 7y, ng, ...tal que

r(ng...r(ngr(n8))) =r(ng---ngny - 8) — 0

para £ — oo.
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5. Integral de Riemann-Stieltjes

Revisitemos brevemente a integracdo real para inspirar a sua defini¢ao sobre o
plano complexo:
5.1. Integracao Real ou a Integral por Somas de Riemann

Nesta subseccdo, aproximaremos a area abaixo de uma curva (até o eixo-x) por
fitas mais e mais finas como em Figura 5.1.

Figura 5.1: Fitas mais e mais finas aproximam-se da area abaixo da curva.

Exemplo 5.1.

(i) Calculemos a soma a direita e & esquerda da fun¢ido f(x) = x? no intervalo
[1,2] para n = 5 fitas.
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(i) Uma tabela para n = 5,10,...,1000 mostra a aproximac¢do a area em
etapas.

(iii) Para uma funcdo f(x) arbitraria e um namero de fitas z arbitrario, vide
https://www.desmos.com/calculator/tgyr42ezjq, https://www.desmos.
com/calculator/c5seq9ltar ou https://www.geogebra.org/m/qrghJExb.

Defini¢dao 5.2 (Soma de Riemann). Para uma particdo P = {a = ¢) < f1 <
... <1y =>} de [a,b] e pontos de base Ty, ..., Tp—1 em [lo,t1], ..., [tn-2,tm-1],
denote

S(fsP1) = ), fwA
k=1,..m

com Ay =t — {p_1.

Definicdo 5.3 (Integral de Riemann). Se o limite das Somas de Riemann
S(f,P,7) existe, isto €, existe I € R tal que para todo € > 0 existe uma particao
P e pontos 7o, ..., Tp-1 tais que

I1-S(f;P,7)l <€,

entdo f é integrdvel. Denote /a ’ f (%) dx :=I este limite. E chamamo-lo de integral
(determinada) da fungao f(t) entrea e b.

Historicamente, o simbolo anguloso X da soma deu lugar ao simbolo curvado
da integral / .

Como alternativa mais simples a integral de Riemann, existem as Somas de
Darboux e a Integral de Darboux onde os pontos arbitrarios t; nos intervalos
[k, tr+1] sdo substituidos pelo

* ponto 1; do valor infimo de f, e

* ponto 64 do valor supremo de f

neste intervalo com a soma (de Darboux) inferior e a soma (de Darboux)
superior definidas por

I(f;P)= > fade e S(fP)= ) floi
k=1,....m k=1,...m

com a propriedade I(f;P) < S(f;P). A funcao f é integrdvel (segundo Dar-
boux), se o limite limp I( f; P) = I = limp S(f;P) existe.

Enquanto a definicdo de Riemann é mais geral, o critério de Darboux é
suficiente:
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Fato. Uma fung¢do ¢ integravel segundo Darboux se, e tdo-somente se, é integrdvel
segundo Riemann.

Fato (Critério suficiente para uma funcao ser integravel). Se f ¢
(i) continua, ou,
(ii) mondtona, ou,

(iii) se existe uma parti¢do do intervalo total em subintervalos tal que as restrigoes de
[ sdo da primeira ou segunda forma; por exemplo, se f ¢ continua por trogos
(= as aduelas de um molde de canhdo), isto ¢, tem s6 um nimero finito de pulos
(= pontos de descontinuidade),

entdo [ ¢ integravel.

Se f é integravel, por exemplo, continua por trocos, basta, por exemplo,
estudar o limite para n — oo das parti¢es equidistantes n-uplas do intervalo
la,b], isto é, Ax; = h para todo £ =0,1,...,ne

Xo=a,Xx1=X0+h,....,x, =Xp,1+h=x0+nh=>0.

Se a cota superior do intervalo 4 é variavel, entdo chamamos a integral de

integral indeterminada fabf(x) dx. A funcao I: b — fabf(x) dx mede a area
entre o eixo-x e a curva da funcdo f no intervalo [a,b].

Teorema 5.4 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f uma fungao continua.
Toda integral indeterminada 1(x) = /axf(t) d¢ ¢ uma fungao primitiva de f(x),
isto é,

I'(x) = f(%).
Demonstracdo: Tem-se I(x + h) — I(x) = /x“hf(t) d¢. Podemos estimar a area

fxx+ f(¢) d¢ por hf (tmin) para baixo e por Af ({max) para cima; aqui Zmin € fmax
sejam o minimo e maximo de f(¢) no intervalo [x,x + £#]. Pelo Teorema de
valor intermediario,

T(x+h) —I(x) S @) de
B h

p = f (&) paraalgum ¢ € [x,x+A].

Segue

I'(x) = lim I+ h) —1(x) _

llli_ff(l)f(to) = f(x),

poisx <f{)<x+heh— 0. m]
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A funcao F que devolve a area abaixo da curva da funcdo f até certo
ponto é uma antiderivada de f, isto é, I’ = f. Podemos aproxima-la por fitas
equidistantes mais e mais finas que aproximam esta area, como acontece em
Figura 5.2.

204

80

60 1

40

5 1 20 4

e

fz 0 2 a 6 T2 0 2 4 6

Figura 5.2: A antiderivada como area aproximativa abaixo da curva da funcéo.

O ssite https://mathinsight.org/calculating_area_under_curve_riemann_
sums mostra como a funcdo dada pela area aproximativa (das somas das areas
das fitas) se aproxima por fitas mais e mais finas da fun¢do primitiva.

Contudo, existem receitas mais graciosas para calcular a antiderivada:

Defini¢ao 5.5. Toda fungao primitiva F da fun¢ao f é denotada por / f(x)dx
(e todas elas sdo, exceto adi¢do por uma constante C, iguais).

Exemplo 5.6.

xn+1

Q) [ x"dx =25
(ii) /e"dx:e"+C

(iii) flnxdx =xlnx-x+C
Proposigao 5.7. Se¢ F ¢ uma fun¢ao primitiva da fungao continua f em [a,b], entdo

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Demonstrag¢go: Observamos acima que fa * f(x)dx = F(x) + Cy para uma cons-
tante Cy. Mais exatamente, F(a) +Cy = /aa f(x)dx =0, logo Cy = —F(a). Logo,
pelo Teorema Fundamental do Calculo,

b
/ F(x) = F(8) + Co = F(b) - F(a).
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5.2. Integracao ao longo de caminhos

Um caminho é uma fungao continua y: [a,b] — C cujo dominio é um intervalo
fechado da reta R. Observemos que [Congp, Chapter IV] faz muito esforco
para introduzir a integral sobre caminhos (continuos e) retificaveis, mas nao
necessariamente diferenciaveis (por trogos); enquanto [Car61, Chapitre II]
s6 a define sobre caminhos diferenciaveis (por trocos), o que evita muitos
argumentos técnicos rotineiros, a um custo de generalizagdo pativel a todos os
fins de aplicagdo, visto que

* todo caminho retificavel, fora de pré-composicao com um homeomorfismo
entre intervalos fechados reais, é Lipschitz continua, [Hazoz2] e

* pelo Teorema de Rademacher, [Mur1is], uma funcao Lipschitz continua é
diferenciavel em quase todo ponto, isto é, é diferenciavel em todo ponto
exceto em um conjunto de medida (de Lebesgue) zero.

Logo, a classe de caminhos omitida por [Car61] é a das fungdes Lipschitz-
continuas que nao sio diferenciaveis em um conjunto infinito de medida (de
Lebesgue) zero. Um exemplo de uma tal funcao omitida é a fun¢ao de Cantor
¢:[0,1] — [0,1] que é monotonamente crescente, Lipschitz continua e diferen-
ciavel com derivada nula em quase todo todo ponto; dado x, o seu valor ¢(x) é
definido como segue:

1. Expande x na base 3 tal que o digito ternario 1 aparece o menos possivel;
isto é, se a expansdo termina em 022222 ... =100000. .. ou 200000...=
122222. .., uses a expansdo ao lado esquerdo de cada igualdade.

2. Substitui o primeiro digito ternario 1 por 2 e todos os restantes atras dele
por um 0.

3. Substitui cada digitos ternario 2 por 1.

4. Interpreta o resultado como um ntimero binario para obter ¢(x).

Comprimento de Caminhos. Uma parti¢do de um intervalo [a,b] é um
conjunto P={a =1 < 4 < ... <ty = b} que contém os pontos extremos do
intervalo e um numero finito de pontos entre eles, e os quais serao sempre

enumerados em ordem ascendente. A sua frama (ou malha) ||P|| é definida pela
maior distancia entre os seus pontos, isto &,

|IP|| ==max{(¢ — t—1) : k=1,...,m}.
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Defini¢ao 5.8. Uma funcao y: [a,6] — C para um intervalo em R é de
varia¢do limitada se existe uma constante M > 0 tal que para toda particao
P={a=t<t <...<t,=0>0}de[a,b] a variacio

o(1;P) = Y vt =y ()| <M.

k=1,...m

A variagao total de y é
V(y) ={v(y;P) : P é particao de [a,b]}.

Geometricamente, uma funcao tem variacao limitada se o comprimento do
seu caminho é finito.
Observagao 5.9. Seja v: [a,b] — C de variacao limitada.

* Se P e Q sao particoes de [a,b] e Q refina P, isto €, Q 2 P, entdo
v(v;Q) = v(y; P).

* Se 6: [a,b] — C é de variacdo limitada, e a e f em C, entdo oy + o €
de variacao limitada e V(ay + Bo) < |a|V(y) + |B|V (o).

Se y: [a,b] — C é diferenciavel por trocos, podemos aplicar a integral de
Riemann a funcao |y’(+)|: [a,b] — [0,00]:

Proposigdo 5.10. Sey: [a,b] — C ¢ diferencidvel por trogos, entdo y ¢ de variagao
limitada e

b
V() :/ v ()] de.

Pela definicao da variacdo, para uma particio P={a =6 <t <... <ty =
b}, e da definicao da integral de Riemann,

b
o(;P) = > Iy —v(Dlx > I [t = ta] — / ly'I(2) dt
k=1,...m k=1,...m a
para m — oo. Explicitemos esta heuristica preliminar:

Demonstrag¢do: Assumamos que y seja (continuamente) diferenciavel; como uma
funcao diferenciavel por trogcos é uma soma de func¢ées diferenciaveis, e V é
aditivo, se demonstrarmos igualdade para tal y (continuamente) diferenciavel,
segue a para y (continuamente) diferenciavel por trocos.
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Seja
P={a=ty<th<...<t,=0b}.

Pela definicao,

o (;P) =) Iy () = ¥ (4-)]
k=1

b
/ v (¢)dt
k=1,..m|”%

17 b
< / Iv’(t)ldt=/ Y (6)] dt.
tr-1 a

k=1,...m

Consequentemente,

b
V() s/ v ()] dt,

entdo y é de variacao limitada.
Como Y’ é continua, Yy’ é uniformemente continua; entio, dado ¢ > 0,
podemos escolher 8; > 0 tal que |s — ¢| < &; implica que

1Y () =y ()] <e.
Também podemos escolher &y > Otal quese P={a=f <1 <...<t,=b}e
IP|| = max {(& — tz_1) : 1 < k < m} < &9,
entao

<E€

b m
[ @lde= Y ol - 1)
a k=1

onde T4 é algum ponto em [#_1,#;]. Consequentemente,

b m m ty
[wwiases Yy @lu-u=e+ Y[ v @
“ k=1 k=11 t-1

eS| [y e
k=1'"%-1
8+Z +Z/tky’(t)dt
k=1 k=114 tk-1

m tk m
e+ ;/tkl ly" (tx) — v’ (2)| d¢ +; lv () = v (¢¢-2)]

IA

[ Y () — v (0] de

IA
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Se
IP|| < & = min (&1, 089),

entdo |y (tx) — v’ (¢)| < € para ¢ em [#r_1,8], e

b m I m
[ w@idrsesed) [Cde Y iy - v 0ol
a k=17 -1 k=1

=e+e(b—a)+v(y;P)
<e[l+(b-a)]+V(y).

A pentltima desigualdade vale porque y é de variacao limitada. Fazendo ¢ — 07,
obtemos

b
[ waia=va
o que produz a igualdade. m]

Definicdo. Seja y: [a,6] — C um caminho. O tra¢o (ou a trajetoria) de v,
denotada por {7}, é a sua imagem (compacta) y([a,b]). O caminho € retificdvel
se a sua variacao € limitada.

Observagdo. Se P é uma particao de [a,b], entdo v (y;P) é a soma de com-
primentos de segmentos retilineos que conectam pontos sobre o trago de 7.
Geometricamente, y é retificavel se, e tio-somente se, o traco de y tem compri-
mento finito; este comprimento é V (). Se y é (continuamente) diferenciavel

o . L b
por trogos, entdo y é retificavel e o comprimento do seu traco é fa ly’| de.

Exemplo 5.11. Dificilmente um caminho (continuo) tem comprimento infinito.
Pela proposicdo precedente, tem de haver um ntimero infinito de pontos em que
ele nao seja diferenciavel. Demos o exemplo [Lim81, II.4.7] de um caminho cuja
trajetéria é infinitamente longa: Seja y: [0,1] — R? dada por ¢ — (¢, $(2)),
isto é, o caminho que percorre o grafica da funcao ¢: [0,1] — R definida por

ter, em cada intervalo
n n+l

n+1 ' n+2

o grafico na forma de um triangulo isésceles de altura % e $(1) =0. Com a

particao
12 n
P,=10,1,—-,—-,... 1
n {”2737 7n+1’}
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do intervalo [0,1], veremos que v(P,) é a soma dos comprimentos dos lados
inclinados dos n + 1 primeiros tridngulos isésceles que formam o grafico de ¢;
logo v(y,P,) > a soma das alturas desses triangulos, ou seja,

1
n+1

1 1
v(y,Pn)>§+§+--~+

— 00 para m — 09,

Integral de Riemann-Stieltjes. Observaremos que a defini¢ao da integral
(de Riemann) sobre um intervalo da reta R é a sobre o caminho y = id no plano
complexo C. A contribui¢ao de Stieltjes era justamente esta generalizacdao da
integracdo, da identidade a uma func¢ao continua arbitraria; geometricamente,
a de um caminho reto a um tortuoso:

Teorema 5.12. Sejay: [a,b] — C de variagao limitada e suponha que f: [a,b] —
C ¢ continua. Entdo existe um niimero complexo 1 tal que, para todo € > 0, existe um
O > 0 tal que quando P = {t) < t1 < ... < ty} ¢ uma parti¢io de [a,b] com

IP|| = max{(& —tx_1) : 1 < k <m} <3,

entao

1= f () [y () = v (]| < &
k=1

para qualquer escolha de pontos T com ty_; < T < .

Demonstra¢ao: Como f é continua sobre um dominio compacto, f é uniforme-
mente continua; portanto, podemos encontrar por indu¢ao niimeros positivos

61>62>63>...

tal que se
1
s — ¢] < 8w, |f (s) — f (2)| < -t

Para cada m > 1 seja P, = a colegao de todas as particoes P de [a,b] com

IP|| < Om; entdo P D Py O .. .. Defina F,, como o fecho do conjunto
m
{Zf (te) [v (&) =¥ (%-1)] : P € P e 1 < 71 < tk}- (%)
k=1

A seguir, afirmemos que:

2
FioFy>... e diamF, <—V(y). (%x)
m
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Se isto ocorrer, entdo, pelo Teorema de Cantor, Teorema 2.22, existira exata-
mente um namero complexo I tal que I € F,, para todo m > 1.

. , - . 9
Provemos que isto completara a demonstracao: Se € > 0, seja m > (5) V(y);
entao

2
€ > (—)V(y) > diam F,,.
m

Desse modo I € F,, F,, € B(I; ¢). Portanto, se 8 = §,,, entdo o teorema esta

provado.
Demonstremos ora (**): Que F1 D Fg D ... segue trivialmente de que
%P1 D Py O .. .. Para mostrar que diamF,, < %V (y) é suficiente mostrar que o

didmetro do conjunto em (*) é < %V (v).
SeP={th <t <...<t,} € uma particio denotaremos S (P) uma soma da
forma

DU () Ty () = ¥ (1))

onde t; é qualquer ponto com ;1 < T; < 4.
Fixe m > 1 e seja P € %,; o primeiro passo serd mostrar que se P C Q (e
consequentemente ) € %,), entdo

IS(P)-S(Q)| < %V(y).

Apenas fornecemos a prova para o caso onde Q é obtido adicionando um ponto
extra a particdo P Seja 1 < p < m e seja #,_1 < t* < #;; suponha que

Q=Pu{s}.

Setp 1 <6<t t"'<c' ' <t,e

S$(Q) =) f(or) [y (k) =y (t-D)]+f (o) [v (¢) = v (t-1) |+ (6") [¥ () — v (¢)]

k#p

e
S (P)

=D @) Iy (@) = v ()] + £ (59) [v (4) = v (1)
k#p

=2 L@ Iy (@) =y (G0 + £ (7p) [v (6) =¥ () + 7 (1) = 7 (1) ]

k#p

=D L Iy (@) =y D]+ (59) [ (6) = v ()] + £ (79) [v (¢ = v (5p1)]

k#p
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entao, usando que |f (v)-f (6)| < % para |t — o] < Jy,

S (P) -5 (Q)]
= |2 F @0 = o] Iy () = ¥ (5)]
k+p

[ () = £ @] [r () =7 (2)] + [f (50) = £ ()] [1 () = v ()] |
S% ; Iy (tk) — v (&) + % |y (t") -y (tp_1)| + % |y () — v (t*)|
#p
< LSy ) = o) By () =1 () () =y )| < -V ).
k#p

Para a segunda e ultima etapa sejam P e R duas particGes quaisquer em &%,.
Entao Q = P UR é uma particio que contem tanto P quanto R. Usando a
primeira parte, obtemos

IS(P)~S(R)| < [S(P)-S(Q)]|+|S(Q) - S(R)|

v v = 2v.
m m m

Segue que o didmetro de (x) é < %V (y)- O

Defini¢dao 5.13. Este namero I é chamado a integral de f com respeito a y
sobre [a,b] e é designado por

/abfdv :=/abf(t)dv(t)=1-

Quanto a comparagao da notagao da integral de Riemann-Stieltjes fa ’ fdy

com a de Riemann fa ’ f d¢, realcamos que a de Riemann-Stieltjes é a generali-
zac¢do da de Riemann para caminhos y # id. Se y =id: ¢ +— ¢, entdo, como se
costuma (por exemplo, na notagao f(x) para um funcao f), denotemos y pelo
o seu valor ¢ para obter a notacdo da integral de Riemann.

Proposigdo 5.14 (Linearidade do caminho). Sejam f ¢ g continuas sobre [a,b] e
sejam Y ¢ & fungdes de variagdo limitada sobre [a,b). Para todos os escalares o e B:

Q) [Toaf+pgdy=af fdy+p [ gdy
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(ii) /abfdocy+[30:(x/abfdy+ﬁfabfd6

Proposi¢ao 5.15 (Linearidade do integrando). Seja y: [a,b] — C de variacao
limitada ¢ f: [a,b] — C continua. Paraa =ty < {1 < ... <ty = b,

b 17
[ra=3 [ ra
a k=1

=1,.m"Y k1

Demonstrag¢do: Decompde y como soma de parcelas que coincidem com y sobre
os trocos de #; a t;,.1 e desvanecem além. O

Teorema 5.16. Se¢ja v: [a,b] — C de variagao limitada ¢ f: [a,b] — C. Sey é
diferencidvel por trogos e [ ¢ continua, entdo

/ fay = / Foy @

Pelas defini¢c6es da integral de Riemann-Stieltjes (para um caminho y) sobre
o plano complexo e da integral de Riemann da funcao f - v/,

m m b
/fdv = D D)=y (D] ~ > F 6y (t) [t 1] — / F@y' (1) de
k=1 k=1 “

para m — oo. Explicitemos esta heuristica preliminar:

Demonstra¢do: Assumamos, novamente, que y seja (continuamente) diferen-
ciavel; como uma funcao diferenciavel por trogcos é uma soma de fungoes
diferenciaveis, e V é aditivo, se demonstrarmos igualdade para tal y (conti-
nuamente) diferenciavel, segue a para y (continuamente) diferenciavel por
trocos.

Também, olhando para as partes real e imaginaria de y, reduzimos a prova
para o caso onde v ([a,b]) C R.

Sejae >0eescolhad >0talqueseP={a=1¢ <...<¢ =5} com|P| <39,
entao

1
< 58 (*)

b n
[ rar=Y 7oty -1l
a k=1

< %8 (%)

b n
[ rwvwas-Y r@y - u
a k=1
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para qualquer escolha de t; em [#;_1,%]. Pelo Teorema do Valor Médio existe
T em [#5_1,8] com
Y (&) = v (4-1)

Ik =tk
(Observemos que y sendo um valor real foi preciso para aplicar o Teorema do
Valor Médio.) Portanto,

Y (t) =

DUy ) =7 ()] = 7 F (T ¥ () (b = i)
k=1 k=1

Combinando isto com as inequacoes (*) e (**) obtemos

/abfdv—/abf(t)v’(t)dt

Como ¢ > 0 foi arbitrario, isto completa a prova do teorema. m]

< €.

Integral ao longo de um caminho. Quando o integrando é avaliado nos
valores do caminho, a integral chama-se de uma integral ao longo de um caminho:

Defini¢ao. Seja v: [a,b] — C um caminho e f uma fung¢ao definida sobre o
traco de y. Se y € retificavel e f é continua, entdo a integral de f ao longo de

Y, € ,
/Y 7= [ raw o,

Outra notacio é fy f(z)dz.

Exemplo 5.17. Como exemplo vamos tomar y: [0,2n] — C pondo vy (¢) = ¢
e defina f (z) = 1 para z # 0. Agora, y é diferenciavel entdo, pelo Teorema

precedente,
1 2n _ ) 2n
/—dz:/ et (ie”)dt:/ idt = 2mi.
v % 0 0

Usando a mesma defini¢do de y e sendo m algum inteiro > 0,

2n _ )
/z”‘dz = / e'™ (ie') dt
Y 0
2n

=i/0 exp (i (m+1)¢t)d¢

2n 2n
i/o cos[(m+1)t]dt—/0 sin[(m+1)¢]dt =0.
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Um homeomorfismo entre intervalos é uma funcio ¢: [¢,d] — [a,b] estritamente
monotona, isto é,

* ou cresce de maneira estritamente monotona, isto é, x < y implica ¢p(x) <

$(y), com ¢(c) = a e $(d) = b.

* ou decresce de maneira estritamente mondtona, isto é, x < y implica ¢(x) >
(), com $(c) =ae (d) =b.

Proposicao 5.18. Seja y: [a,b] — C um caminho. Se §: [¢,d] — [a,b] é um
homeomorfismo crescente entre intervalos, entdo para toda fungao f continua sobre {7y}

/Yf: 70¢f.

Demonstragdo: A heuristica é que ¢ transforma uma particdo em outra particao.
Como a integral /Y é definida por um limite sobre todas as parti¢oes, ele é
preservada sob aplicacdo de ¢ as particoes. m]

Gostariamos de identificar caminhos cujas integrais sdo iguais. Contudo,
a relacdo 6 = y o ¢ para uma tal funcdo ¢ em geral ndo é uma relacao de
equivaléncia, mas precisamos de impor condi¢des adicionais:

Defini¢do. Sejam 6: [¢,d] — C e y: [a,b] — C caminhos retificaveis. O

caminho ¢ € equivalente a y se existe uma substituicao de parametro, isto é, se

existe um homeomorfismo entre intervalos ¢: [¢,d] — [a,b] tal que 6 =y o ¢.
Uma curva é uma classe de equivaléncia de caminhos, isto €, um conjunto

{yod:d: [¢,d] — [a,b] homeomorfismo entre intervalos}

e o fra¢o de uma curva é o de qualquer um dos seus membros. Uma curva
€ diferencidvel (por trocos) se um dos seus representantes é diferenciavel (por
trocos).

Como fato, vide [Hazo2], notemos que uma definicao equivalente: um caminho
é retificdvel se é composicao y o ¢ de um homeomorfismo ¢: [a,b] — [a,b] e
uma funcdo Lipschitz continua y: [a,b] — C. Logo, uma curva, uma classe de
caminhos retificaveis, ¢ dada pelo conjunto

{yod:¢: [¢,d] — [a,b] homeomorfismo entre intervalos }

com y: [a,b] — C Lipschitz continua.
Frequentemente, ndo distinguiremos entre uma curva e um dos seus repre-
sentantes.
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Defini¢do 5.19. Seja y: [a,b] — C um caminho retificavel e para ¢ € [a,b].
Define a funcéo ||y||: [a,b8] — [0,00[ por

t—V (yr[a,t]) = sup{ Z Iy (&) — y(&-1)]: {,. ...t} particdo de [a,t]} .
k=1,...n

A funcao ||v|| € monotonamente crescente e de variacao limitada. Se f é
continua sobre {y}, define

b
dz| = d
/Y fldz] / £ dlivli

onde usemos a primeira defini¢ao da integral / Fdl'paraF=foyel =|y|.
Defini¢ao. Se y é um caminho retificavel, entao
« denote —y ou y~! a curva definida por —y(¢) = y(—¢) para t € [—b,~a], e
* denote y + ¢ para ¢ € C a curva definida por y + ¢(¢) = y(¢) +¢.
Proposicao 5.20. Seja y um caminho retificdvel e f uma fungao continua sobre {y}.
W [ f==Lf
@) 1/ f1< [1f1dz < V(y) sup{lf (2)] : 2 € {1})
(iii) |fyf| < fYHIf(z—c)ldzpamc eC.

Teorema 5.21 (Analogo ao Teorema Fundamental do Calculo). Seja G aberto
em C e y: [a,b] — G um caminho retificdvel ¢ seja f: G — C. Se f ¢ continua e
existe F: G — C com ¥ = f, entao

[ =F6e)-Feran.
Y

Demonstragao: Se y é diferenciavel por trocos, entdo o teorema decorre via
Teorema 5.16 do Teorema Fundamental do Calculo (sobre a reta real); em mais
detalhes:

b b
— d — ’ di = ovy)’ dt =F b))-F
/Y f / FGr(0) dy (D) / Fr()y (1) dt / (Foy)' () dt = F(y(8)~F(y())
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Se y seja arbitrario, apliquemos a seguinte heuristica: Dada uma particao P,
seja ' =I'(P): [a,b] — C o caminho retilineo, em particular, diferenciavel por
trocos, que aproxima y definida por

¢ [(# — )y (1) + (£ — 1) Y ()]

Ik — k-1
sobre o trogo [#;_1,%] para todo £ =1,...,n. Obtemos, pelo primeiro caso,

Figura 5.3: Uma aproximacao retilinea a um caminho.

/F f = F('(8)) - F(T(a)).
Como y(8) = [(8) e y(a) = ['(a), logo F(I'(8)) — F(T'(a)) = F(y(8)) - F(y(a)).

Para concluir a demonstracdo, precisamos de mostrar que /1“ f - fy f para
IP|| — O, isto €&, por Teorema 5.16,

b
[ reorwas [raman=tim Y e -]
a k=1.....m

IP—0

para particoes P = {a = #p < ... < t, = b} e pontos 11, ..., T,_1 entre os
pontos da particao. Pela definicao de I',
¢

b — k
[ reorwa= Y, A L O

k=1,....m /S -

logo

b
[ rearma- Y, ey - v

k=1,....m

S| > M ) - pr ) de
=1....

m Wb th1
¥ () — v (dp1 e

< ‘ t ) [Cira) - fald< e
k=1,...m k=l k-1
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para ||P|| < & suficientemente pequena por y e f serem uniformemente conti-
nuas sobre os seus dominios compacto. o

Corolario 5.22. Seja G aberto em C e y: [a,b] — G um caminho retificdvel e seja
f:G — C. Se f ¢ continua ¢ existe F: G — C com ¥ = f ey ¢ fechado, isto ¢,

v(a) = y(b), entao
/ f=0.
¥

Observagio (Cautela!). Enquanto sobre R toda funcdo continua f tem uma
funcao primitiva, isto €, uma funcgao F tal que ' = f, isto nao vale mais sobre
C: Por exemplo, seja f a fungdo continua z — [z|> = x? + y%. Se F fosse
uma primitiva de f, entdo F satisfaria as equacoes de Cauchy-Riemann, em
contradi¢dao ao que Jf = 0.
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6. Integracao ao longo de Circulos

Veremos que o valor 4 = f(a) de uma funcdo f: G — C (continuamente)
diferenciavel em um ponto a é determinada pelos seus valores em um circulo a
volta de a.

Proposic¢ao 6.1. Seja ¢: [a,b] X [¢,d] — C uma fungao. Se  ¢é continua, em
particular integrdvel ao fixar cada um dos seus dois argumentos, entdo a fungao

gzlbwaom

sobre [¢,d], que calcula a média de $ no primeiro argumento, é continua. Se ¢ ¢
. ., Lo . 0

diferencidvel ao fixar o seu primeiro argumento, com derivada ¢, = 6—‘1’ ed,: [a,b] x

[¢,d] — C ¢ continua, entdo g ¢ continuamente diferencidvel com derivada

b
g = / $e(s,-) ds. (6.1)

Demonstrag¢ao: Deixamos a demonstragao da primeira afirmagdo da continui-
dade de g como exercicio.

Se g é diferenciavel e g’ é dada por (6.1), entdo g’ é continua porque a
primeira afirmacéao se aplica a ¢,. Logo, basta mostrar que o lado direito de
Equacao (6.1) é a derivada de g, isto é, para todo £ em [¢,d] e € > 0 existe
d > 0 tal que

b
glo+h) —g(to) = [/ $i(s,80) ds| - b +R(h) (*)

com |R(%)| < €|h| para todo & com || < &. Ora ¢ é diferenciavel ao fixar o seu
primeiro argumento, isto é, para todo # em [¢,d] e € > 0 existe & > 0 tal que

& (to + k) = b(20) = i (t0)h +7(h)

com |r(h)| < €|k| para todo & com || < §. Pela linearidade da integral

b
ﬂm+@—g@ﬂ:/ O(suto+ 1) — bs. o) ds

b b
:L/qw&mdsw+L/rmms

Como )fab r(h) ds‘ < |b — a|e|k|, concluimos (x). m]
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A integral de % sobre um circulo é pelo Teorema Fundamental do Calculo
dada pela diferenca de dois ramos do logaritmo no mesmo ponto, logo, por
um multiplo de 2ri; calculemo-la:

Teorema 6.2. Para todo z em C com |z| < 1,

2 eiS
/ _ = 27. (6.2)
0 el — 2

Demonstragao: Define ¢: [0,2x] x [0,1] — C por

is

¢:s,t—

et — tz
e g: [0,1] — C pelo calculo da média de ¢ no primeiro argumento
2n
£=/ $(s,-) ds.

Logo, (6.2) é g(1) = 2xn. Para deduzir g(1) = 2x, mostremos g(0) =2n e g’ =0,
logo g é constante:

Como ¢(+,0) =1, obtemos g(0) = 2.

Temos

$i(s,8) = d(s,-) (¢) = D(-, 1) (s) = Dy(s,2) onde ®: 5, iz(e™ —tz)7 .
Logo
2n
§'= / ®,(s,) ds = ®(2m,") — (0, ") = 0.
0
Observemos que Teorema 6.2 é o caso f = id da proposi¢ao seguinte:

Proposicdo 6.3. Seja G um subconjunto aberto em C, seja a em G ¢ B(a;r) uma
bola fechada a volta de a dentro de G. Seja f: G — C e y: [0,2n] — C o circulo da
bola dado pory: t — a+re'. Se [ ¢ continuamente diferencidvel, entdo, para todo z

com |z —al <,
@)= [ L 63)
¥

w—-z

Demonstragdo: Seja T: C — C a transformacao afim z +— rz + a; em particular,
é invertivel, e temos T™'B(a;r) = B(0;1). Como T e T~! sio continuamente
diferenciaveis, f o T: T-1B(a;r) — C é continuamente diferenciavel se, e tio-
somente se, f é continuamente diferenciavel. Logo, como a afirmacao vale
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para todas as fungdes continuamente) diferenciaveis, podemos supor B(a;r) =
B(0;1).
Pela defini¢ao da integral ao longo de um caminho,

i f(w) dw- L 2m f(e”)e”
2ni J, w—2z 2m et — 2
e (6.3) equivale a
- [ LD G gnpn = L [ LT pyas

Em analogia a demonstracao do Teorema 6.2, define ¢: [0,2xn] X [0,1] — C
por

st f(z+ t,(-f” —2))e’ P
e — 2z

e g: [0,1] — C pelo calculo da média de ¢ no primeiro argumento
2n

g = d(s,-)ds.
0

Logo, (*) é g(1) = 0. Para deduzir g(1) = 0, mostremos g(0) =0 e g’ =0, logo
g € constante:

Como /02:: ¢(-,0)ds = 2nf(2) pelo Teorema 6.2, obtemos g(0) =0
Temos, para ¢ < 1 positivo,

bi(s,8) = d(s,) (¢) = D(-, 1) (s) = Dy(s,¢) onde @: 5,2+ it f(z+1(e" ~2))

Logo, para ¢ < 1 positivo,

2n
g = / D (s,-)ds = ©(2x,-) - ®(0,:) =0
0

Logo, como g’ é continua, obtemos também no limite g’(0) = 0; isto é, g é
constante. O

Queremos expandir f como série de poténcias: A este fim, observemos que,
para w no circulo da bola B(a;r) e z no seu interior, isto é, |z —a| < |w —a|, 0
fator no integrando

1 B 1 1 B 1 Z(z—a)n
w—-z w-—a l—ﬁ w—a\w—a

Para tomar este limite pelas integrais em vez do integrando, observemos:
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Lema 6.4. Seja y um caminho retificdvel em C e F1, Fo, ...e F fungoes continuas
sobre {y} (com valores complexos). Se ¥, — ¥ uniformemente, entdo

/Fn—>/F
Y Y

Demonstragdo: Seja € > 0. Para N tal que ||F, — Fl[s,p < € sobre o conjunto

/F—Fn
Y

Enquanto a integral de Riemann comuta com o limite uniforme de fungoes,

compacto {y}, obtemos

n

< /|F—Fn|(z)|dz| <eEe.
v

frequentemente seria conveniente se comute com o limite pontual; isto levou a
criacao da integral de Lebesgue que em vez de particionar o dominio do integrando
como a integral de Riemann, particiona a sua imagem.

Teorema 6.5. S¢ja [ definida sobre a bola aberta B(a;R) a volta de a em C. Se f
continuamente diferencidvel, entao

f(z) = Z a,(z—a)" coma, = %f(”)(a).
n>0 )

Demonstragao: Seja B(a;r) € B(a;R) uma bola fechada e y o caminho que
percorre o seu circulo. Por (6.3), para z em B(a;71),

f(w)
S )_2nz_/yw—z

Temos .

J (w) (z—a) [f (@)llz —a]" _ |z —al”

w-—a\w-a lw —a|®™l 7 r
onde M = sup{|f(w)| : |w — a| = r} é o supremo de f no circulo. Como
|z—a| al

<1, pelo Teste de Weierstrass, Teorema 2.92, a série de funcoes

( n+1
converge uniformemente sobre {y}. Pelo Lema 6.4 e a discussdo antecedente,

_ 1 S (w)
/= = [Zni y (w—a)r?

:Zan(-—a)” com an:i AC)

2ni J, (w - a)™!

dw] (-—a)

n>0
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Por Proposicao 4.13.(iii),
1
— — f(
an - n'f (a)’
isto é, a, é independente do caminho Y, isto é, do raio r. Logo
f=) at-a)"
n>0

sobre B(a;R).
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A. Construcao dos numeros complexos

Aa. Fracoes

Um elemento x em um anel A é uma unidade, ou invertivel, se existe y, denotado
por y = x71, tal que xy = 1. Um corpo é um anel em que todo elemento é
invertivel.

Seja A um anel comutativo sem divisores de 0, isto é, ndo existem x e y
diferentes de 0 em A tais que xy = 0. Por exemplo, além dos corpos, Z e Z,
sao tais anéis.

O corpo das fracoes Q de um tal A é o menor corpo que contém A (isto &,
existe A — Q e, para qualquer outro corpo R com A — R, existe Q — A que
a fatore, isto é, tal que A > R=A — Q — R).

Ele é construido como conjunto por

Q =AXA/~

onde duas “fracoes” (x’,y") e (x”,y”) sdo equivalentes se uma se simplifica a
outra, isto é, (x’,y") ~ (x”,y”) se existe a em A tal que a(x’,y’) = (ax’,ay’) =
(x”,9"). A classe de equivaléncia de (x,y) em Q é denotada por x/y. Como
anel, a adicao e multiplicacdo é a de A em cada coordenada.

Defini¢ao. Seja

Q = corpo das frages de Z e [x/yl, := |x|/|y].

A.2. Completamento

Em R, uma expansao decimal a + a11071 + ... com ag, a1, ...em {0,1,...,9}
converge com respeito ao valor absoluto usual |-|.

Seja A um anel. Um valor absoluto (restrito) em A é uma aplicacao |-[: A —
Q> tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x =0,
* (Multiplicatividade) |xy| = |x||y], e
* (Desigualdade Triangular) |x + y| < |x| + |y].

Ao invés de valor absoluto, usa-se também o termo norma. Chamamos um
anel munido de uma tal norma de anel normado.
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Defini¢dao. Seja X um conjunto. Uma aplicagdo d: X x X — [0,c0[ é uma
funcao de distancia ou métrica se

* d(x,y) =0 se, e somente se, x = ¥,

o d(x,9) =d(y,x), e
o d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Um espago métrico é um par (X,d) de um conjunto X e uma funcado distancia 4
como acima.
Uma aplicacdo f entre espacos métricos é uniformemente continua se

para todo € > 0, existe & > 0 tal que d(x,y) < & implica d(f(x),f(y)) < €.

Como as aplicacdes que respeitam a estrutura entre espacgos topolégicos sao
as aplicagdes continuas e entre espacos vetoriais as aplica¢des lineares, aqui,
entre espacos métricos, supomos todas as aplicacdes uniformemente continuas.

Se || é uma norma sobre um anel, entao

d(x,y) =[x -yl
€ uma funcao distancia.

Defini¢ao. Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico é dita de Cauchy se
para todo € > 0, existe N tal que d(x,,x,) < € para todos os n,m > N. Um
espaco métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy converge.

Em particular, toda sequéncia que converge é Cauchy.

Teorema A.1 (Completamento). Para todo espago métrico X existe um (iinico)
espago métrico completo X com uma aplica¢ao (uniformemente continua) X — X
tais que para qualquer espago métrico completo Y com uma aplica¢ao (uniformemente
continua) X — Y, existe uma aplicagio (uniformemente contz’nua)i — Y que a fatora,
isto ¢

X—>Y

L7

129



Demonstragdo: Definimos o conjunto
X = { sequéncias de Cauchy em X }/~

(e no qual X se injeta pelas sequéncias constantes) onde a relagao de equivaléncia
~ € definida por (x,) ~ (y,) se d(x,,9,) — 0. A funcao distancia d é definida
por

A([(x)],[()]) = lim d(xs,7,)

para representantes (x,) e (y,) das classes de equivaléncia [(x,)] e [(yn)].

Observe que é bem-definida, isto é, independente dos representantes das classes
de equivaléncia. Se (x,) € uma sequéncia de Cauchy (de classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy) com x, = [(x,, : m € N)], entdo ela converge a
sequéncia diagonal x = (x,, : € N). (O leitor é convidado a convencer-se da
existéncia da aplicacdo X —>Y.) O

Observa¢do. Uma abordagem a construir o espago métrico R é como completa-
mento de Q para a func¢do distancia usual: Se completamos Q a R, observamos
que

* a funcdo distancia tem imagem em Qo ={x € Q: x > 0}, e

* a funcdo distincia sobre R = Q precisa de ser definida, como ainda nao
construimos R, por

([(x) ], [ D) = [(d(x,92))]-

Observe que [(d(xy,9,))] = limd(x,,y,) pela defini¢ao do limite como
sequéncia diagonal (dos representantes) das sequéncias constantes cujas
entradas todas sao d(x,,,).

Revela-se por construcao
* que a aplicagdo X — X é injetora, e

* que X é denso em X; isto ¢, para todo £ em X existem x1, x9, ...em X tal
que x1,%2,... — X, ou

— mais formalmente: para qualquer € > 0 e £ em X existe x em X tal
que d(£,x) < €;

— informalmente: todos os elementos no completamento sao limites
do espaco completado.
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Demonstrag¢ao:

* Sejam x e y em X e (x,) = (x,%,...) € (y») = (9,),...) representantes
dos seus valores sob X — X. Vale (x,) = (y,) se, e tao-somente se,
d((x,), (yn)) = d(x,y) =0, isto é, x = y.

e Dadoe > 0e xemX representado por uma sequéncia de Cauchy x = (x,,)
em X, escolhe N tal que d(x,,x,) < € para todos os n,nm > N. Seja
9y = (¥N,4N,...) a sequéncia constante e y a sua classe residual em X.
Logo,

d(%,7) = limd(x,,y) = lim d(x,, xx) < max{d(xn.4x) : m > N} < €.

Observagao (ou digressao para o dia-a-dia do matematico). A construcao do
completamento X para X, como a de Z/mZ para m em N (como a de Q a partir
de Z), é uma construcdo universal por classes residuais. No final s6 importa

* que X seja o “menor” espago métrico em que toda sequéncia de Cauchy
converge, e

* que Z/mZ seja o “menor” anel em que m(=1+---+1) =0, e
: « » 7 . . y o -
* que Q seja o “menor” anel em que todo niimero inteiro € invertivel.

Basta-nos saber que todos os limites de sequéncias que convergem ja estdo em
X. A construcao é teoricamente importante, mas, uma vez feita, € praticamente
deixada de lado. (Como ninguém pensa em uma classe residual de niimeros
racionais ao ver um numero real.)

A.3. Extensao Algébrica

Um elemento o na extensdo E de um corpo F é algébrico se existe P(X) € F[X]
tal que P(a) = 0. Entre todos os tais P com P(a) = 0 existe um unico polinémio
M(X) =X"+a,1 X" 1+ +ap de grau minimo e cujo coeficiente dominante
é igual a 1, o polindmio minimo de o. A extensao E de um corpo F é algébrica
se todo elemento é algébrico; equivalentemente, se é gerada por elementos
algébricos. Em particular, E é uma extensdo algébrica finitamente gerada de F,
se, e tio-somente se, o espaco vetorial E tem dimensao finita sobre F; chamemos
uma tal extensdao de extensdo finita e denote [E : F] = dimy E.
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Proposicao A.2. Seja E uma extensao algébrica de ¥. Se ¢ gerada por um elemento
a com polinomio minimo M, entdo

F[X]/MF[X] = E
com X — o.

Demonstragdo: E sobrejetor porque a imagem contém F e «. O niicleo do ho-
momorfismo F[X] — E é um ideal que anula «. E principal, porque F[X] é
euclidiano pela divisdo com resto; por definicdo o nucleo gerado é por M O

Observagao. Temos
FoF -X@---@F-X"1 = F[X]/MF[X]
onde m = grau de M.

Demonstragao: E injetor porque m — 1 < m = grau de M. E sobrejetor porque
pela divisdo com resto todo polinémio P se escreve como

P=QM+R

com grau de R < m = grau de M. O

SejaF=ReM = X? + 1. E irredutivel, porque, pela divisao com resto, M é
redutivel se, e tao-somente se, tem zero.

Definicao A.3. Seja
C = R[X]/(X? +DR[X].

Pela observacao, C — R @ RX. Denote X por i, da forma que ¢ é uma solucao
de X2 +1, isto &, i% = —1.

Define uma norma C sobre R pela identificacdo de C = R & R como espago
vetorial bidimensional; isto &, |x + iy| = x% + y2.
Existe um tnico homomorfismo nao-trivial da algebra C sobre R dada pela
conjugacao
Z=x+1iy > Zi=x—i)y.

132



B. Topologia

Seja X um conjunto. Uma Zfopologia sobre X é uma familia T de subconjuntos de
X tal que

* os conjuntos @ e X sdo em T,

eseUeVemrt,entioUNVemr,e

* se {U; : i € I} (para qualquer conjunto I) é em 7, entdo | J,; U; é em 7.
Exemplo.

* A topologia discreta sobre X é T = { todos os subconjuntos de X}, e
* a topologia minima, a menor topologia possivel, é T = {0,X}.
* Seja X um conjunto. Uma aplicacdo d: X X X — Ryo é uma funcao
distdncia ou métrica se
— d(x,y) =0 se, e tdo somente se, x =y, (Hausdorfl)
— d(x,y) =d(y,x), e (simetria)
- d(x,z) <d(x,9) +d(y,z). (desigualdade triangular)

Um espago métrico é um par (X,d) de um conjunto X e uma funcao distancia
d como acima.

Para x em X e r > 0, defina a bola aberta respectivamente fechada com
raio r e centro x (ou d volta de x) por

B(x;7) ={py e X:d(x,9) <r} e B(x;r)={yeX:d(x,y) <r}.

Uma vizinhang¢a a volta de um ponto x em um espaco topolégico X é um
conjunto de X que contém um conjunto aberto U que contém x. Por exemplo,
se X é um espa¢o métrico, entdo uma bola é uma vizinhanca a volta do seu
centro.

Uma base em um ponto x em X é uma familia {U; : i € I} de conjuntos
abertos que contém x tal que

{UUf JeI}={Uem 7 :U > x}.
id
Por exemplo, as bolas a volta de um ponto x em um espago métrico X constituem
uma base.
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-1 s30 continuas. Se X = G

Um grupo € topoligico se as suas operagoes - € -
€ um grupo topoldgico, entdo basta por esta continuidade definir uma base
{U; : i € I} em volta de 1, o elemento neutro de G para obter 7 inteira: A
familia t; das uniGes arbitrarias de {U; : i € I} é a familia de todos os conjuntos
abertos que contém 1. Seja ¢ em G um ponto arbitrario. Como o traslado g- é
continuo e invertivel, g%, = 1, onde 1, ¢ a familia de todos os conjuntos que
contém g. Como t = [J,¢g Ty, concluimos que 7 foi inteiramente restituida por
RB.

Uma topologia é totalmente desconexa se todo subconjunto é desconexo, isto é,
¢ unido disjunta de dois subconjunto abertos. Por exemplo, Z, é totalmente
desconexo.

B.1. Sequéncias e Completude

Defini¢cao B.1. Uma sequéncia (x, : # € N) em X converge ao limite x se para
toda vizinhanca U a volta de x existe ng tal que x, € U para todo n > ng. Isto
€, quase todos os membros (= todos exceto um ntmero finito) de (x,) estdao em
U. Denote lim x, = x ou x, — x que (x,) converge a x.

Observe que x, — x se, e tao somente se, d(x,,x) — 0.
Se X é Hausdorff, isto ¢, dois pontos diferentes sao sempre contidos em duas
vizinhancas disjuntas, entao o limite é unico.

Exemplo B.2 (Juros compostos). Ponhamos o nosso dinheiro em uma conta
de poupanca de um banco generoso, 100 reais por 100 dias com uma taxa de
juros de 100%. Logo, teremos apds 100 dias 200 reais na conta.

Agora proponhamos ao banco, no lugar de 100% uma unica vez, pague 10%
dez vezes, isto é ap6s cada décimo dia um décimo dos juros. Logo, teremos

 apo6s 10 dias 110 = 100 - (1,1) reais na conta,
e ap6s 20 dias 110 - (1,10) = 121 = 100 - (1,1)? reais na conta, ...e

« finalmente, ap6s 100 dias 100 - (1,1)1° = 100 - 2,5937424601 =~ 259 no
lugar de 200 reais na conta!

Tornamo-nos arbitrariamente ricos, ao diminuirmos os intervalos de paga-
mento mais e mais? Nao! Se o banco pagasse, por exemplo, os juros (compostos)
em 1.000.000 de intervalos, isto é, quase cada segundo, teriamos

100 - (1,0000001%000-090) ~ 100 - 2,71828 = 271,828
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reais na conta. Isto é, observamos que a sequéncia (1 + 1/z)" converge ao
niumero de Euler e = 2,718 .. .!

Um ponto x em X é um ponto de acumula¢do (ou ponto de limite) se é o limite
de uma sequéncia (x;)

* cujos membros x, sdo todos diferentes, ou
* equivalentemente, tal que {x,} € infinito, ou
* equivalentemente, tal que x ¢ {x,}.
Um ponto x ndo é um ponto de acumulacao, é um ponto isolado, se o conjunto
unitario {x} é aberto.
B.2. Fungoes Continuas
Sejam X e Q espacos topologicos e f: X — Q. Seja a em X e ® em Q.

Defini¢dao B.3. A funcdo f tem limite ® em a, denotado por lim,_,, f(x) = o,
se para toda vizinhanca V a volta de o em € existe uma vizinhanca U a volta
de a em X tal que f~1(V) 2 U.

Ela é continua em a se lim,_,, f (x) = f(a).

Ela é continua se é continua em todos os pontos.

Observemos que a primeira condi¢do lim,_,, f(x¥) = ® ndo é vazia se, e tao
somente se, a é ponto de acumulacao.

Exemplo B.4.

1

» Todas as operacdes aritméticas + e -, — e -~ sdo continuas.

Toda funcao linear sobre um espaco vetorial finito é continua.

Todo polinémio é continuo.

Todas as fungdes especiais como exp, log, sin, cos, tan, arctan ...

Proposigao B.5. Sejam X ¢ Q espagos topologicos ¢ f: X — Q. Seja a em X ¢
a = f(a) em Q. Sao equivalentes as seguintes condigaes:

(i) 4 fungao [ ¢ continua em a.

(ii) Para toda sequéncia (x,), se x, — a, entao f(x,) — «.
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Demonstragdo: (i) = (ii): Seja O em Q uma vizinhanca em torno de a. Pela
hipétese, existe uma vizinhanca B em torno de x contida em f~1O. Como
X, — x, esta vizinhanca B contém quase todos (isto é, todos exceto um namero
finito) membros de (x,). Logo O contém quase todos os membros de (f(x,));
isto &, f(x,) = f(x) =a.

(i) = (i): Por contraposicdo: Seja a em X e, para todo n € N, seja V,, uma
vizinhanga de f(a) tal que, para toda vizinhanca U de a, existe x, em X tal

que x em U e f(x) ¢ V,. Logo x, — a, mas f(x,) /~ f(a). O

Proposicao B.6. Sejam X ¢ Q espagos topoliogicos e f: X — Q. Sao equivalentes as
seguintes condigoes:

(i) A fungao f ¢ continua.
(if) A4 pré-imagem sob f de todo subconjunto aberto é aberta.
(iii) A pré-imagem sob f de todo subconjunto fechado é fechada.

Demonstragdo: Por definicdo, um conjunto G é aberto, se, e tdo somente se, para
todo g em G existe uma bola em torno de g. Pela Proposicao B.5, uma funcao
f € continua se, e tao somente se, a pré-imagem de toda vizinhanca O em Q
contém uma vizinhanca B em X a volta de x.

(i) = (ii): Se f é continua e A é um subconjunto aberto em Q , entio,
para todo x em D = f7IA, existe uma vizinhanca B em X a volta de x; isto é,
D é aberto.

(ii) = (i): Se O uma vizinhanca em Q, entio f 1O é aberto, em particular,
contém uma vizinhanca B em X a volta de x.

(ii) <= (iii): A pré-imagem de um complemento é o complemento da
pré-imagem. O

B.3. Compacidade

Definicdao. Seja K um subconjunto de X. Uma cobertura de K é uma familia de
subconjuntos abertos
U = {Ul S I}

de X tal que a sua unido contenha K, isto é

UCILZ_DK.
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O espaco K é compacto se toda cobertura U de K tem um refinamento finito; isto
é, se contém uma subcobertura finita de K; isto é, existem Uy, ..., U, em U tal
que U;U...uU, 2 K.

O fecho S de um conjunto S em X é o menor conjunto fechado que contém
S, isto é,

S= ﬂ{ todos os conjuntos fechados F que contém S}.

O espacgo X é localmente compacto se todo ponto x tem uma vizinhanga U tal
que o seu fecho U é compacto.

Exemplo B.7.
» Todos os conjuntos finitos sdo compactos

* abola unitaria aberta B(0,1) ndo é compacto em R: a cobertura B(O,l—%
contém nenhuma subcobertura finita.

Proposicao B.8. Se¢ja K um subconjunto de X.
(i) Se K ¢ compacto, entdo é fechado.
(if) Se K ¢ compacto, entdo ¢ limitado, isto ¢, contido em uma bola.
(iii) SeF ¢ fechado ¢ F C K, entdo ¥ ¢ compacto.

Demonstragao: Ad (i): Mostremos que K = K™ por contraposicao: Seja K # K7,
isto ¢, exista x € K™ — K, e mostremos que K nao é compacto, isto é, existe uma
cobertura 6 de K tal que K ¢ U; U...UU, para quaisquer Uy, ..., U, € 6.
Seja
_ 1
6={C,:neN} comC,:=X-B(x,—)
n

uma cobertura de K.

Como x € K7, pela Proposi¢ao 2.10.(vi), toda bola em torno de x intersecta
K. Em particular, toda bola da forma B(x, %) intersecta K; equivalentemente,
nenhum conjunto C, = X — B(x, %) em 6 contém K.

Como C; € Cg C ..., a unido de toda colecao finita {C;,...,C; } de € é
contida em Cj para i = max{i,...,i,}. Logo, nenhuma cole¢ao finita de 6
cobre K.

Ad (ii): Por contraposicao: Se K é ilimitado, isto é, contido em nenhuma
bola B(0,7) para n em N, entdo € = {B(0,z) : » € N} é uma cobertura de K
sem refinamento finito.
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Ad (iii): Seja K compacto e I em K um subconjunto fechado. Seja ‘€ uma
cobertura de F. Logo @ = 6 U {X — F} é uma cobertura de K; Como K ¢é
compacto, existe uma subcobertura finita de &; logo uma subcobertura de &
finita de F. O

Observagdo B.g. Todo subconjunto compacto é fechado e limitado; porém, a
implicacdo inversa nao vale em geral, isto é, existe um espago métrico com um
subconjunto limitado e fechado que nao é compacto!

Por exemplo, seja V.= R™N) o espaco vetorial das sequéncias cujas entradas
reais sdo quase todas nulas (= todas, exceto um numero finito) e a sua norma
dada por |[|(a,)| := max{|a,| : » € N}; em particular, ||-|| induz a métrica
d(a,b) = |la — b]|. Seja B = {¢, : » € N} a base candnica de V dada por ¢, = a
sequéncia cuja unica entrada nao-nula é a n-ésima com valor 1. O conjunto B
é limitada e, como d(¢,,e,) =1 se (e tao somente se) n # m, ele tem nenhum
ponto de acumulacao, logo é fechado. Porém, a cobertura de B dada pela
colecao

{B(e,,1) : n € N}

nao tem refinamento finito porque B(e,,1) N B = {¢,}.

Contudo, o Teorema de Heine-Borel abaixo mostrara que para X =R (e os
seus produtos finitos), a implica¢ao inversa vale: todo subconjunto limitado e
fechado em R (e nos seus produtos finitos) é compacto.

Formulado por conjuntos fechados ao invés de abertos, um espaco X é
compacto se, e tdo somente se, para toda familia F de subconjuntos fechados,
se todas as suas intersecdes finitas (ou equivalentes, todas as intersecdes entre
dois subconjuntos em F) sdo nao-vazias, entdo a intersecao total (| F é nao-
vazia.

Uma cole¢do € de subconjuntos de um espaco métrico X tem a Propriedade de
Intersegoes Finitas ou a PIF, se para todos Cy, ..., C, em 6 temos C1N...NC, # 0.
Por exemplo, a cole¢ao dos conjuntos X — B(0, %) para n em N tem a PIF.

Proposigao B.10. Um subconjunto K em X ¢é compacto se, e t@o somente se, para toda
cole¢@o 6 de subconjuntos fechados em K, se 6 tem a PIF, entdo (6 # 0.

Isto ¢, se a interse¢ao entre todos os conjuntos de uma cole¢do 6 de subconjuntos
fechados em K ¢é vazia, entdo jd a interse¢do entre um niimero finito de conjuntos em 6
¢ vazia.

Demonstragdo: Seja F uma colecao de subconjuntos em X tal que: Se & tem
a PIF, entdo (1% # 0; ou equivalentemente, por contraposi¢ao: Se (| F = 0,
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entdo ha um namero finito de conjuntos em % cuja intersecdo é vazia; ou
equivalentemente, para a cole¢cao dos complementos € = {X - F : F € F}: Se
U6 = X, entdo ha um nimero finito de conjuntos em € cuja uniao é X.

Concluimos em particular que toda colecao de subconjuntos fechados em X
tem a PIF se, e tdo somente se, X é compacto.

Todo subconjunto K em X é compacto se, e tdo somente se, € relativamente
compacto, isto é, toda cobertura de conjuntos abertos em K, isto é, de conjuntos
da forma UNK para U um subconjunto aberto em X, tem um refinamento finito.
Equivalentemente, se, e tio somente se, toda colecao F de conjuntos fechados
em K, isto é, de conjuntos da forma K N F para F fechado em X, tem a PIF.

Se K é compacto, entdo é fechado pela Proposicao B.8. Logo um conjunto é
relativamente fechado, isto €, fechado em K se, e tao somente se, é fechado em
X. Concluimos que toda cole¢ao de subconjuntos fechados em K tem a PIF se,
e tao somente se, K é compacto. ad

Teorema B.11 (Tychonoff). Seja {Xy : o« € A} uma familia (de cardinalidade
arbitrdria) de espagos topoligicos. Se todos os Xy s@o compactos, ent@o o seu produto
X = [lyea X € compacto.

Demonstra¢ao: Usemos a caracterizagdo da compacidade pelos subconjuntos
fechados, isto é, dada uma familia  de subconjuntos fechados em X, se as
suas intersecdes finitas sdo ndo-vazias, entdo a intersecdo total () F é ndo-vazia:

Seja F uma tal familia de subconjuntos fechados em X que tem a PIF (=
Propriedade das Intersec¢des Finitas), isto €, cujas intersecdes finitas todas sao
nao-vazias. O conjunto das familias de subconjuntos (ndo necessariamente
fechados) em X que tém a PIF, ordenado por inclusao, satisfaz a condicao do
Lema de Zorn; logo existe uma familia maxima ¥* 2 %.

Observacgao: Por #* ser maxima, se G é um subconjunto de X tal que GNF # 0
para todo F em ¥, entdo G em ¥*. Em particular, dados Fy, ..., F, em F*,
nao apenas F =FyNn...NF, # 0, mas F em F*. (Isto é, F* é fechada sob
intersecdes finitas.)

Para uma coordenada a € A denote po: X — X, a projecao. Como F* tem a
PIF, também a familia F; = {p(F) : F € F*} das suas proje¢oes tem a PIF. Por
X ser compacto, a intersecao total I, = ﬂ{F_a : Fy € F;} dos seus fechamentos
€ nao-vazia. Seja, pelo axioma de escolha, x = (¥y)qcA € [[yea la-

Temos x em [[,ca (| Fy 2 (| F"; para completar a demonstracao, precisa de
demonstrar que x ja é em cada F em %. Basta mostrar que toda vizinhanca a
volta de x contém um conjunto que é contida em F*: Pela PIF todo F em F*
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intersecta todo conjunto de F*; em particular, toda vizinhanca de x, logo o seu
fecho F contém x. Em particular, todo F em %, sendo fechado, contém x.

Seja V 5 x aberto. Por definicao da topologia do produto, existe um nimero
finito de subconjuntos abertos Uy,,...,Uy, de Xg,,...,Xq, tais que que

U:=Uy X+ XUy, X l_[ X«

AF0],...,0p

contém x e é contido em V. Como U C V, basta demonstrar que U em F".
Como
-1 -1
U=, Uy N...Nps Uy,

basta, pela observa¢do acima que F* é fechada sob intersecdes finitas, de-
monstrar que p;(Uy) em F* para todo conjunto aberto Uy e a em A. Pela
observacdo acima, basta demonstrar que p;1(Uy) N F # 0 para todo F em F*.
Como x4 em I, C m e em Ug,, em particular, F ﬂp;l (Uy) # 0. O

O Teorema de Tychonoff, em geral, equivale ao Axioma da Escolha. Se os
fatores sao Hausdorff, isto é, cada sequéncia que converge tem um tnico limite,
por exemplo, espacos métricos, entdo ndo precisa dele.

B.4. Compacidade Sequencial

Um subconjunto de um espago topoldgico é denso se intersecta todo subconjunto
aberto. Um espaco topologico é separdvel se tem um subconjunto enumeravel
denso. Um espaco topolégico é sequencialmente compacto se toda sequéncia tem
uma subsequéncia convergente.

Exemplo B.12. Nem todo espago (topol6gico) compacto é sequencialmente
compacto: Por exemplo, a bola unitaria do dual ¢(N)* é compacta para a
topologia fraca® pelo Teorema de Alaoglu. Porém, a sequéncia ([f +— f(n)] :
n € N) tem nenhuma subsequéncia convergente.

Contudo, um espaco métrico € compacto se, e tdo somente se, é topologica-
mente compacto:

Teorema B.13. Se X ¢ um espago métrico, entdo X ¢ sequencialmente compacto se, e
tdo somente se, X é compacto.

Demonstra¢go: Mostremos a implicacdo <= por contraposicdo, isto é, se
nao é sequencialmente compacto, entio nao é compacto: Seja (x,) tal que
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nenhuma subsequéncia converge, isto é, para todo x em X existe e(x) > 0

tal que B(x,e(x)) N {x,} €é finita. Se a cobertura {B(x,e(x)) : x € X} tivesse

um refinamento finito, entao (x,) seria finita, em particular, convergente; em

contradicao ao que nenhuma subsequéncia converge. Logo X nao é compacto.
Mostremos a implicagio = em trés passos:

(i)

(i)

(iii)
Ad (i):

Ad (ii):

Ad (iii):

Lema do Nimero da Cobertura de Lebesgue: Para toda cobertura {U;} existe
€ > 0 tal que, para todo x em X, existe 7 tal que B(x,€) C U,.

Cota Total: Para todo € > 0 existe uma cobertura finita de X por bolas
B(x,¢€).

O espaco topoldgico X é compacto.

Por contraposi¢ao: Se existe uma cobertura {U;} tal que, para todo z,
existe x, em X tal que B(x,,1/n) é contida em nenhum Uj;, entdo (x,) tem
nenhuma subsequéncia convergente: Se (x,) tivesse uma subsequéncia
(xn,) tal que x,, — x, entdo

* existe € > 0 e i tal que B(x,e) C U;, e

* existe N tal que x,, em B(x,€) para todo n; > N.

Logo, existe £ suficientemente grande tal que B(x,,, nlk) C B(x,e) € Uy;
em contradi¢ao a escolha de x,,!

Por contraposicao: Se existe € > 0 tal que para todo n e a1, ..., a, em X
existe
a ¢ B(a,e) U...UB(ay,,¢€),
entdo define a sequéncia (x,) por uma escolha arbitraria de x; e a escolha
de
Xn+1 € B(x1,€) U...UB(x,,€).

Se (x,) tivesse uma subsequéncia (x,,) tal que x,, — x, entdo existi-
ria para § > 0 um N tal que x,, em B(x,§) para todo n; > N. Logo,
d(xy,,xN) < d(xg,,%) +d(x,4n8) < §+ 5 =€, isto &,

Xn, € B(AN,€)
para todo n; > N; em contradi¢ao a escolha de x,, para n; > N!

Seja {U;} uma cobertura de X. Seja € > 0 dado por (i) e x1, ..., x, por (ii).
Logo o refinamento dado pelos Uy, ..., U;, que contém respetivamente
X1, ..., X, cobre X. O
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Lema B.14. Toda sequéncia infinita em R tem uma subsequéncia mondtona infinita.

Demonstrag¢do: Um indice n é um pico se X, > Xpi1, Xp42, - ... Se tem uma infini-
tude de picos 71, ng, ..., entdo x,, Xy, ..., ¢ uma subsequéncia monotonamente
decrescente. Caso contrario, seja ng o ultimo pico. Isto é, para todo n > ng
existe m > n com X, > x,. Seja n1 = no+1; logo, existe ng > nj tal que x,, > x,,;
semelhantemente para ny no lugar de #n1, e assim por diante se constr6i uma
subsequéncia (x,,) monotonamente crescente. O

Lema B.15. 7oda sequéncia real mondtona e limitada converge; caso crescente ao seu
supremo, caso decrescente ao seu infimo.

Demonstragao: Seja (x,) monotonamente crescente e limitada. Seja s = sup{x,}
e € > 0. Logo existe N tal que |s —xn| < €. Pela monotonia, a fortiori |s —x,| < €
para todo n > N. Isto é, x, — s.

Analogamente para uma sequéncia monotonamente decrescente. ad

Corolario B.16. Se¢ja (x,) ¢ uma sequéncia em R. Se (x,) ¢ limitado, entdo tem uma
subsequéncia convergente.

Demonstragao: Pelo Lema B.14 e Lema B.15. O

Corolario B.17 (Teorema de Heine-Borel). Um subconjunto K de R é compacto se,
¢ tao somente se, ¢ limitado e fechado.

Demonstra¢do: Como espaco métrico R é compacto se, e tdo somente se, é
sequencialmente compacto pelo Teorema B.13.

&= : Pelo Corolario 2.78, toda sequéncia tem uma subsequéncia conver-
gente. Como K é fechado, este limite é pela Proposi¢ao 2.16 em K. Logo K é
sequencialmente compacto.

= : Pela Proposicao B.8, todo subconjunto compacto é fechado e limitado.

O
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C. Teorema de Hahn-Banach

Veremos que o Teorema de Hahn-Banach nao-arquimediano vale se, e tao
somente se, o corpo de coeficientes é esfericamente completo.

CA. Corpos Esfericamente Completos

Recordemo-nos de que, pelo Critério de Cantor, um corpo K é completo se, e
tao somente se, para cada sequéncia de bolas fechadas B 2 By 2 ... em K
cujos raios convergem a 0, vale (), B, # 0.

Definigao. Um corpo K é esfericamente completo se, e tao somente se, para cada
sequéncia de bolas fechadas By 2 By 2 ..., vale (), B, # 0.

Isto é, a condicdo é mais forte porque nao se restringe mais a sequéncias de
bolas cujos raios convergem a 0.

Observagdo. Se o corpo é nao-arquimediano, entdo ndo importa se as bolas sejam
fechadas ou abertas.

Proposi¢ao C.1. Todo corpo localmente compacto K ¢ esfericamente completo.

Demonstragao: Pela Proposicao B.10, um conjunto K é localmente compacto se,
e tdo somente se, para toda cole¢do F de subconjuntos fechados em K cujas
intersecoes finitas sdo todas nio-vazias, a sua intersegao total (| F € nao-vazia.
Se K ¢é localmente compacto, entdo toda bola fechada B(x,€) é compacta. As
interse¢des finitas da colecao {B;1,By,...} sdo em particular todas nao-vazias
em K = By; logo, por K ser compacto, (), B, # 0. O

Exemplo C.2.

* Pelo ??, todos os corpos locais, tais como os corpos Q, e F4((¢)) e as suas
extensoes finitas, sdo localmente compactos. (Pelo ??, estes corpos sao
todos os corpos localmente compactos.)

* Pelo Teorema de Heine-Borel, todo subconjunto limitado e fechado em R
(e em C) é compacto; em particular, toda bola fechada é compacta. Logo
R e C sao localmente compactos.

Recordemo-nos que, pelo ??, o fecho algébrico @p de Q, ¢é incompleto e
que C, denota o seu completamento. ?? alistou umas das suas propriedades
principais: Em particular, o seu grupo de valores é denso, [Cy| = e
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Teorema C.3. Seja K um corpo nao-arquimediano. Se K é

* separdvel, isto ¢, contenha um subconjunto enumerdvel denso, e

* a sua valoragdo ¢ densa, isto ¢, cuja imagem ¢ densa em R,
entdo K ndo ¢ esfericamente completo.

Demonstragdo: Pela valoracao densa, existem raios r; > ro > ... tal que r :=
limr, > 0. Pela separabilidade, existe um subconjunto enumeravel {s1,s,...}
denso em K. Seja B; uma bola fechada de raio 71 que nao contenha s;. Pela
valoracdo densa, a bola B; de raio r; contem uma infinitude de bolas de raio
r9; seja Bg uma tal bola “fechada” embutido em B; que nao contenha so. A
sequéncia B; 2 By O ... assim construida tem intersec¢ao vazia: Caso contrario,
seria uma bola “fechada” de raio r, em particular, aberta, isto é, conteria um
dos elementos s1, $9, ...em contradicao as escolhas de By, By, ... O

Corolario C.4. O corpo C, ndo ¢ esfericamente completo.
Demonstragao: O corpo C, €

* separavel, isto é, contém o subconjunto enumeravel denso dos ntimeros
algébricos Q sobre Q, e

* a sua valoracdo é densa, isto ¢, a sua imagem ¢é densa em R, por exemplo,
porque contém {p,v/p.Vp,...}.

Logo, pelo Teorema C.3, é esfericamente incompleto. m]

C.2. Hahn-Banach

Seja K um corpo nao-arquimediano. Um funcional sobre um espaco vetorial
normado V sobre um corpo K é uma aplicacdo linear e continua f: V — K.

Lema C.5. Uma aplica¢do linear entre espagos vetoriais normados é continua se, e
tdo somente se, ¢ limitada, isto ¢, tal que a sua imagem da bola unitdria ¢ contida em
uma bola.

Demonstragdo: Se é limitada, em particular é (uniformemente) continua.

Seja f: V — W ilimitada, isto é, existe uma sequéncia x;, X9, ... (cujas
entradas sao) em V tal que |[x,]| <1 e |[f(x1)], [|f(x2)]l, ...é ilimitada. Sejam
A, Ag, ...em K tal que

U Qax)IL N ax)l -}
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é limitada e o seu maximo > 1. Como X1, x9, ... € limitada, A1x1, AoXg, ... converge

a 0. Como || f(Mx)l, [If(Aex2)ll, ...> 1, f(x1), f(x2), ...n30 converge a
f(0) =0. Em particular, f ndo é continua (em 0). O

A norma || f|| de um funcional f é definida por
/1l :=sup{lf (2)| : v em V com |[[o]| < 1}.

O Teorema de Hahn-Banach demonstra-se para um espaco vetorial sobre um
corpo esfericamente completo como para um espaco vetorial sobre os nimeros
reais: Trocam-se os intervalos reais pelas bolas nao-arquimedianos; ora, a sua
intersecao nao é vazia porque o corpo é esfericamente completo.

Teorema C.6 (Hahn-Banach nao-arquimediano). Seja K um corpo normado.
Seja X um espago vetorial normado sobre K ¢ seja M um sob-espago em X. Se K ¢
esfericamente completo, entdo todo funcional f: M — K estende-se a um funcional
F: X — K com [[F]| = || /]I

Demonstragao: Se f =0, entao F = 0 estende f como requerido. Logo, podemos
supor f nao-nulo.

Se |K| = ||V]||, entdo substitui £ por Af com |A| = || f||~! para obter ||f]| = 1.
Caso contrario, o argumento permanece o mesmo, mas um fator adicional
aparece em varias equacoes. Permitamo-nos supor que || f|| = 1.

Primeiro, consideremos o caso X = M @ K - m( para my em X: Precisamos
de determinar a em K tal que

F(m + Amg) == f(m) + Ao

tem norma 1, isto é,

|/ (m) + hat| < [lm + Amol|

para todo m em M e A em K. Em particular, para m = —Am,
|f () + daf = [M|f(m) —af e lm+dmoll = [Alllm — mo]|.
Por isto, basta demonstrar que exista o tal que
|f (m) — af < [lm —mo]|

para todo m em M. Esta desigualdade vale se, e tio somente se, « em

() Betmomon(f (m).

m em M
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Como K ¢ esfericamente completo, para esta intersecdo infinita ndo ser vazia,
basta toda intersecdo sua finita ndo ser vazia; isto é, para m’ e m” em M,

B jjm—mol| (f (M) 0 Bjjmrr—m (f (m”)) # 0.

Isto vale pois
|f(m') = f(m")] =|f(m —m”)| < |lm" —m”|| < ||m" = mp|l +||m” = mo]l.

Ora, consideremos o caso que X seja qualquer espaco vetorial normado que
contém M. As extensdes F de f com ||F|| = ||f]| sao parcialmente ordenados
por I < F” se F’r’ , = F’ e toda cadeia (F; : i € I) tem a cota superior dada
pelo grafico J{ grafico de F; : i € I}. Pelo Lema de Zorn, Teorema E.2, existe

uma extensao maxima F*: M* — K com ||F|| = || f]|.

Se existisse my em X — M*, entao existe uma extensao F: M* & Kmy — K
com ||F|| = |[F*| = |f]| pelo caso que acabamos de mostrar; em particular, F*
nao seria maxima. Logo, M* = X. ]

Com efeito, o Teorema de Hahn-Banach vale para todos os espagos vetoriais
sobre um corpo K se, e tdo somente se, K ¢ esfericamente completo! Contudo,
para certos espacos vetoriais normados, o Teorema de Hahn-Banach vale
independentemente do copo ser esfericamente completo ou nao:

Proposicao C.7 ([PGSog, Theorem 4.2.4]). Seja X um espago vetorial sobre um
corpo nao-arquimediano K. Se X ¢ de tipo finito, isto ¢, tem um subespago de dimensao
numeravel denso, entdo a conclusao do Teorema de Hahn-Banach vale (sem a condicao
que K seja esfericamente completo).

Por exemplo, ’(N) é de tipo finito.

C.3. Contra-Exemplo ao Teorema de Hahn-Banach

Construamos um contra-exemplo ao Teorema de Hahn-Banach se K esferica-
mente incompleto: Denotamos

« por °(N) as sequéncias com entradas em K que convergem a zero, e
« por ®(N) as sequéncias com entradas em K que sio limitadas.

Ambos os conjuntos sao espagos de Banach pela norma

(@)l == sup{|a,| : » em N}.
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Para um espaco vetorial normado V, seja
V* := { todas as aplica¢des f: V — K continuas e lineares }

o seu dual continuo dos funcionais sobre V, isto é, o espaco vetorial com a
norma

1£1l == sup{|f (v)| : » em V}.

Proposigcao C.8. Temos
C(N) = E(N)

Demonstragdo: Pelo Lema D.4 uma aplicagdo linear entre espacos vetoriais
normados é continua se, e tao somente se, € limitada. |

Dado que K ndo é esfericamente completo, explicitemos o espaco vetorial
sem qualquer funcional diferente de zero: Denotemos

* por V = P(N) as sequéncias com entradas em K que sio limitadas,

e por W := O(N) as sequéncias com entradas em K que convergem a zero,
e

* por X := V/W o seu quociente.

Os espacos vetoriais V e W sao equipados com a sua norma de supremo
natural, e o espaco vetorial X = V/W é equipado com a norma de quociente
dada por

||%]| := inf{]|x|| para todos os x em ¥ = x + V}.

Com efeito, vale ||x|| = lim sup|x,| se (x,) em V é um representante de X em X.

Defini¢ao. Um espaco vetorial normado V € esfericamente completo se, e tao
somente se, para cada sequéncia de bolas By 2By 2 ... em V vale (), B, # 0.

Proposigao. O espaco X ¢ esfericamente completo.

Demonstragao: Seja By = B, (1) 2 B<,,(X2) 2 ... uma sequéncia de bolas em
X com r; > r9 > ... Sejam x1, X9, ...em V representantes de ¥, Xg, ...em
X indutivamente escolhidos tal que [|x, — x,41]| < 7,—1 para todo n > 1. Seja

x = (x,,) a sequéncia diagonal. Observamos que x em V, e que para qualquer
n>1,

% — &all = I¥ =%l = lim sup|x;; — Xu| < limsupllx; — X[l < 71
i i

Por isso,

X € mBan—l(X”) = ﬂ BSrn("?n+l) = mBSrn (in)
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Lema C.9. Se um espago vetorial normado ¢ esfericamente completo, entdo o seu
quociente por todo subespago fechado ¢ esfericamente completo.

Demonstragdo: Seja V esfericamente completo e W um subespaco fechado. Seja
X = V/W. Seja B<,,(¥1) 2 B<y(X2) 2 ... uma sequéncia de bolas em X
com r; > rg > ... Sejam X1, x3, ...em V representantes de X1, ¥y, ...em X
indutivamente escolhidos tal que ||x, — x,41|| < 7,-1 para todo » > 1. Como
V é esfericamente completo, existe x em V tal que ||x — x,|| < r,—1 para todo
n > 1. Em particular, ||¥ — ¥,|| < r,—1 para todo n > 1. Por isso,

X € ﬂ Bgrn,l (fn) = ﬂ BSrn(Xn)-

Corolario. Se K ndao ¢ esfericamente completo, entdo o inico funcional f: X — K ¢
f=0.

Demonstraggo: Como f é continuo, ker f = f1{0} é fechado. Se f # 0, entdo
V/ker f = K seria esfericamente completo pelo Lema C.g. m|

Por exemplo, pelo Corolario C.4, X* = 0 sobre K = C,.
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D. Teorema de Alaoglu

O Teorema de Alaoglu é o principal ingrediente na demonstracao do Teorema
da Dualidade de Schikhof.

Seja K um corpo normado. Um espaco vetorial é topoligico se é um espaco
vetorial com uma topologia tal que a adicao + e a multiplicacdo escalar - sao
continuas. Um funcional sobre um espaco vetorial topologico V sobre K é uma
aplicacdo linear e continua f: V — K. Denote

V* := { todos os funcionais f: V — K}.

Exemplo D.1. Por exemplo, se K é ndo-arquimediano e V consiste das sequén-

cias de nulo,
V=¢(N)={(a,:neN):a, > n}

entdo V* consiste das sequéncias limitadas,
V* = #(N) = {(a, : n € N) : sup{|a,|} < oo}.

Da. Topologia Fraca e Fraca*

A topologia fraca de V é a topologia inicial dos funcionais sobre V; isto é,
a menor topologia tal que todo funcional f: V — K seja continua; isto é,
a topologia gerada pelas pré-imagens f~1U para os funcionais f: V — K e
conjuntos abertos U em K.

Exemplo D.2. Por exemplo, se V = ¢(N), entdo (v,) em V converge para
a topologia fraca se, e tdo somente se, (v,) é limitada e converge em cada
coordenada.

A topologia fraca® de V* é a topologia inicial das avalia¢oes f +— f(v) para
todos os v em V; isto é, a menor topologia tal que toda avaliagdo ¢,: V* — K
definida por ¢,: f — f(v) para v em V seja continuas; isto €, a topologia
gerada pelas pré-imagens e, U para todas as avaliagdes ¢,: V* — K e conjuntos
abertos U em K.

Se V é separavel com subconjunto denso enumeravel {v,}, entdo a topologia
fraca™ é induzida pela métrica

_ 3 x y(vn)l
d(x,y) = 22 1+|x 1@l
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Logo, formulado de forma mais palpavel pela convergéncia das sequéncias (que
definem os conjuntos fechados, logos os abertos como os seus complementos):
Uma sequéncia (f;) em V* converge se (f,(x)) converge para todo x em V.

Exemplo D.3. Por exemplo, se V = ¢(N) e V* = #(N), entdo (f;) converge
para a topologia fraca” se, e tdo somente se, (f,) € limitada e converge em cada
coordenada.

D.2. Topologia Forte (ou do Operador)

Lema D.4. Uma aplicagdo linear entre espagos vetoriais normados é continua se, e
tdo somente se, é limitada.

Demonstragdo: Se é limitada, em particular é (uniformemente) continua.

Seja f: V — W ilimitada, isto é, existe uma sequéncia xj, X9, ... (cujas
entradas sao) em V tal que |[x,]| <1 e |[f(x1)], ||f(x2)]l, ...é ilimitada. Sejam
M, Mg, ...em K tal que || f(Ax1)ll, [|f(A2x2)]|, ... €é limitada e maior do que
1. Como x1, xg, ...¢€ limitada, A1x1, Agxg, ...converge a 0. Como [|f(Ax1)]],
Ilf (Aax2)|l, ...> 1, f(x1), f(x2), ...n30 converge a f(0) = 0. Em particular, f

nao é continua (em 0). O

A norma de operador || f|| de um funcional f é definida por

/1l := sup{lf (v)| : v em V};

que da a V* uma métrica d definida por d(f,g) = |f — g|. que induz a topologia
gerada pela base das bolas abertas B(x,7) :={g € V* : d(g,f) < €}.
D.3. Reflexividade

Define o homomorfismo candnico V.— V** entre V o seu dual duplo V** := (V*)*

por v = [f = f(2)].

Defini¢ao D.5. Um espaco vetorial topologico V é reflexivo, se a aplicacao
V < V* & sobrejetora.

Exemplo D.6.

* Se K é ndo-arquimediano e esfericamente completo, entdo um espaco de
Banach V é reflexivo se, e tio somente se, dimV < oo.
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* Se K =R ou C, entdo todo espago vetorial de dimensdo finita é reflexivo
e todo espaco de Hilbert V ¢ reflexivo, isto é, um espaco vetorial com
um produto escalar, isto é, uma aplicacao bilinear (ou, equivalentemente,
linear em um dos dois argumentos) (-,-): VXV — K tal que

(%.9) = (%)
onde - é a conjugacao complexa, e
(x,) >0 e (x,x) =0 tdo somente se x = 0.

tal que ele é completo para a (métrica induzida pela) norma ||-|| definida
por ||x[| = (x,x).

* Se K ¢ uma extensdo completa de @, entdo o espago vetorial topol6gico
das funcoes localmente analiticas (isto é, dada em uma vizinhanca de
cada ponto por uma série de poténcias) Z, — K ¢ reflexivo para a sua
topologia natural (definida pelas normas das séries de poténcias locais,
vide [Schog, Exemplo ap6s Proposition 16.10]).

Lema D.7. Seja V um espago vetorial topologico sobre um corpo normado K. Se 'V ¢é
normado ¢ K ¢ esfericamente completo, entdo o homomorfismo V — V** ¢ injetor.

Demonstragao: Se v # 0, entao existe pelo Teorema de Hahn-Banach f em V*
com f(v) =1. O

Corolario D.8. Se¢ja V um espago vetorial topologico sobre um corpo normado K. Se
V ¢é normado e K ¢ esfericamente completo, entdoV é reﬂexivo se, e tdo somente se,
V = V** como homomorfismo isométrico.

Demonstragao: Pelo Lema D.7. O

Se K é completo, entdo V* é completo como espaco normado (pela norma
de operador). Logo, se V é normado e reflexivo, entao V = V** é completo.
Isto é, V é um espaco de Banach.

Corolario D.g. Seja V um espago vetorial topolégico. Se V é normado e reflexivo,
entdo a topologia fraca™ de V* ¢ igual a topologia fraca de V*.

Demonstragao: Pelo Corolario D.8, o homomorfismo V. — V** dado por v —
[f — f(v)] é bijetor. Logo, pela sua defini¢ao, as topologias fraca e fraca® sao
iguais. O

Fato D.10. Um espaco de Banach V sobre K = R ou C ¢ reflexivo se, e tao somente
se, a sua bola unitdria {v € V: ||v|| < 1} é compacta para a topologia fraca.
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D.4. Teorema de Alaoglu

Definigao D.11. Um corpo K é localmente compacto se para todo x em K existe
uma vizinhanca V > x compacta.

Equivalentemente, um corpo K é localmente compacto se para todo x em K
existe uma vizinhanca aberta V > x tal que o seu fecho é compacto.

Se a bola unitaria de K é compacta, entdo K é localmente compacto.

Por exemplo, K = R, C e as extensdes finitas de Q) e [,((#)) sdo localmente
compactos (e de fato constituem todos tais corpos). Ja vimos que Z,, a bola
unitaria de Q,, é compacto; logo Q € localmente compacto (e semelhantemente
Fy((2))). Para ver que R (e logo C) é localmente compacto, basta pelo Teo-
rema B.13 mostrar que todo subconjunto limitado é sequencialmente compacto,
isto é, que toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia convergente.

A bola unitdria B de V* é a bola fechada B(0,1) := {f € V*: || f] <1}

Teorema D.12 (Teorema de Banach-Alaoglu). Seja K um corpo topoligico e V um
espago normado sobre K. Se a bola unitaria em K é compacta, entao a bola unitdria
fechada de V* ¢ compacta para a topologia fraca™.

Demonstrag¢do: Seja B a bola unitaria fechada de V e seja B* a bola unitaria
fechada de V*. Seja b a bola unitaria fechada de K. Logo

B* — bB
por f — fig. Como, por defini¢io,

* a topologia do produto é a menor topologia que torna todas as proje¢oes
continuas,

* atopologia fraca® de V* é a menor topologia que torna todas as avaliagdes
f — f(v) para v em V continuas,

a inclusao é um mergulho, isto é, um homeomorfismo a sua imagem. Logo, B* é
compacta se, e tdo somente se, a sua imagem em b & compacta. Pelo Teorema
de Tychonoff, o produto 4#® dos compactos & é compacto para a topologia do
produto. Logo, basta verificar que B* ¢ fechada em 4%. Dado f: B — b, vale f
em B* se, e tdo somente se, é restricdo de uma aplicacdo linear, isto &,

e f(v+w)=f(v)+ f(w) para todo v e w em B tal que v+ w em B, e

e f(AMw) = Af(v) paratodo A em K e v em B tal que Av em V.
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Isto é,
B :ﬂ{T;}g{O} :v,w € B com v +w € B}
n ﬂ{T;}w{O} % e K,w € B com Av € B}
onde as avaliacdes lineares com dominio B e contra-dominio 4 sao dadas por
Tow: f = fo4w) = (f@0) + @) e Tow: f > ) = (A (2).

Como todas as T, e T) 4 sdo continuas, o conjunto unitario {0} é fechado e a
intersecao de conjuntos fechados é fechada, concluimos que B* é fechada. O

Lema D.13. Se¢ja V um espago vetorial topoligico. Se V ¢é separdvel, entdo existe uma
métrica cujas bolas geram a topologia fraca® de V*.

Demonstra¢do: Para um subconjunto {x,} denso em V, define a funcao distancia
de X* por

o % = 91(x)]
d(x,y):= > 27" .
’ 2% 1+ [[x -] (xa)
Corolario D.14. Seja V um espago vetorial normado. Se V ¢é separdvel, entdao a bola
unitdria fechada de V* ¢ sequencialmente compacta para a topologia fraca*, isto ¢,
toda sequéncia (f,) em V* tem uma subsequéncia (f,,) tal que existe f em V* com

fu,(v) = f(v) para todov em V.

Demonstragdo: Primeiro Teorema D.12, depois Lema D.13 permite aplicar Teo-
rema B.13. O

Corolario D.15. Seja V um espago vetorial normado. Se V ¢é reflexivo, entdo a
bola unitdria fechada de V é compacta para a topologia fraca. Se V é reflexivo ¢ V*
¢ separdvel, entdo a bola unitdria fechada de V ¢ sequencialmente compacta para a
topologia fraca, isto ¢, toda sequéncia (v,) em V tem uma subsequéncia (v,,) tal que
existev em V com f(v,,) — f(v) para todo f em V*.

Demonstraggo: Se V é reflexivo, entdo a topologia fraca sobre V* é igual a
topologia fraca® sobre V*. Logo, a topologia fraca® sobre V** ¢ igual a fraca
sobre V** = V. Logo, pelo Teorema D.12 aplicado a W = V*, a bola unitaria
fechada de V = W* é compacta para a topologia fraca.

Se V* é um espac¢o normado e separavel, entdo V é separavel (sem demons-
tracdo). Logo, se V* é separavel e reflexivo, entdo V** é separavel. Entdo pelo
Corolario D.14, a bola unitaria fechada de V** é sequencialmente compacta
para a topologia fraca®. Como V ¢ reflexivo, a topologia fraca® sobre V** é
igual a fraca, e V** = V. m]
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E. O Lema de Zorn

Uma ordenagao parcial é uma relacdo < sobre um conjunto X que é
o reflexiva, isto é, x < x,
* anti-simétrica, isto é,se x < ye y < x,entdox =y, e
* {ransitiva, isto é,se x <y e y < z, entao x < z.

Se x < y, digamos que x é menor que y. Denote x < y que x < y e x # y. Denote
y > x que x < y, digamos que y é maior que x, e denote y > x que x < y.
Uma ordenagdo total ou cadeia é uma ordenacgao parcial que satisfaz, além
disso, que ou x < y, ou y < x.
Um elemento xy em X é

e minimo se nao existe x < xgp em X, e
e mdximo se nao existe x > xy em X.
Um elemento xy em X €
* o menor elemento se xy < x para todo x em X, e
* o maior elemento se xy > x para todo x em X.

Se X ¢ totalmente ordenado, entio todo elemento minimo é o menor elemento
e todo elemento maximo é o maior elemento.

Uma boa ordenag¢do é uma ordenacao total tal que todo subconjunto nao-vazio
tem um menor elemento.

Seja Y um subconjunto de X. Um elemento x em X é

* uma cota inferior se x < y para todo y em Y, e
* uma cota superior se x > y para todo y em Y.

Se X é bem-ordenado e existe uma cota superior de Y que ndo pertence a Y,
entdo existe um supremo s de Y, uma menor cota superior entre todas as cotas
superiores de Y que nao pertencea Y,eY = {x € X : x < s}.

Um subconjunto Y é um segmento inicial (ou fechado) em um conjunto parci-
almente ordenado X, se, para todo y em Y, se x < y, entdo x em Y. Denote
X <Y que X é um segmento inicialem Y (e Y > X que X <Y),e X <Y que
X<YeX#Y(eY>XqueX<Y).
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E.1. Demonstragao

A unido de uma cadeia de conjuntos bem-ordenados é bem-ordenada:

Lema E.1. Seja X parcialmente ordenado ¢ F uma cole¢ao de subconjuntos de X
bem-ordenados. Se para todo C ¢ D em F, ou C < D, ou C > D, entao E = JF ¢
bem-ordenado ¢ E > C para todo C em F.

O Lema de Zorn frequentemente é formulado com uma condi¢ido mais restri-
tiva, isto é: Todo subconjunto totalmente ordenado, ao invés de apenas todo
subconjunto bem-ordenado (= subconjunto totalmente ordenado cujos subcon-
juntos nao-vazios todos tém um elemento menor), tem uma cota superior. Porém,
na pratica, esta restri¢ao revela-se irrelevante. Demonstremos a formulagao
mais geral:

Teorema E.2 (Lema de Zorn). Dado um conjunto X ndo-vazio e parcialmente
ordenado. Se todo subconjunto bem-ordenado tem uma cota superior, entdo X tem um
elemento mdximo.

Demonstragao (segundo H. Kneser): Suponhamos o contrario, isto é, para cada
elemento x em X exista y > x. Logo, pela hipétese, para cada subconjunto
bem-ordenado C C X existe um supremo de C que nao pertence a C, denotado
por g(C). Define um g-conjunto como um subconjunto bem-ordenado C C X tal
que todo ¢ € C é supremo de {¢' € C: ¢’ <c},isto é, c=g({c' € C:¢" <¢}).

Afirmacdo: Se C e D sao g-conjuntos, entdo, ou C < D, ou C > D.

Prova: Seja W= J{B € X:B < C e B < D}. Como todos os subconjuntos B
sdo segmentos iniciais, também W é um segmento inicial; logo W < Ce W < D,
e W é o maior subconjunto com esta propriedade. Se W = C ou W = D, entao
a demonstracao é finalizada. Suponhamos o contrario, isto é, W < Ce W < D,
e sejam ¢ em C e d em D os supremos de W em C respectivamente D, isto é,

{eC:c<c¢}=W={d"eD:d <d}.
Como C e D sao g-conjuntos, ¢ = g(W) = d. Poe W := WU {g(W)}; é um

g-conjunto > W que satisfaz W’ < C e W’ < D: contradi¢dao a W ser maximo
com esta propriedade!

P6e W := [ J{ todos os g-conjuntos}. A unido de uma cadeia de g-conjuntos é
um g-conjunto: Pela Afirmacao as condic¢oes de Lema E.1 sao satisfeitas, logo W
€ bem-ordenado. Além disto, como unido de g-conjuntos, W é um g-conjunto;
é o maior g-conjunto de X. Porém, W = WU {g(W)} é um g-conjunto > W:
contradi¢ao a W ser maximo com esta propriedade! m]
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O Lema de Zorn equivale ao Axioma da Escolha. O nome faz referéncia ao
matematico Max Zorn, mas sua primeira formulacao se deve ao matematico
polonés Kazimierz Kuratowski.

E.2. Uma Aplicacao

Como aplicacao do Lema de Zorn, provemos que todo espago vetorial V possui uma
base, um subconjunto de vetores linearmente independentes que gera V. O Lema
de Zorn fornecera um subconjunto B de vetores linearmente independentes
maximo; provemos que tal B é uma base, isto é, gera V:

Lema E.3. Seja V um espago vetorial ¢ B um subconjunto de vetores linearmente
independentes em V. Se B ¢ mdximo, entdo B gera V.

Demonstragdo: Seja x € V — B naonulo. Como B é maximo, o superconjunto
proéprio de B definido por B U {x} contém vetores linearmente dependentes;
isto é, existe uma combinacao linear ajv1 + - -+ + a,v, + fx = 0 com alguns
coeficientes ndo-nulos. Logo B # 0, caso contrario ja B teria tido vetores

linearmente independentes. Portanto, x = =flo1 + -+ + =%, Isto €, B gera

V. O

Teorema E.4 (Todo espaco vetorial tem uma base). Seja V um espago vetorial. Se
L ¢ um conjunto de vetores linearmente independentes em V, entdo existe um conjunto
de vetores linearmente independentes mdximo em V que contém L.

Demonstragdo: Para aplicar o Lema de Zorn, construamos um conjunto e definir
uma relacdo de ordem parcial: Como desejamos aumentar um conjunto de
vetores linearmente independentes, definamos

X ={x € P(V) : x 2 L e x consiste de vetores linearmente independentes }

e equipamos X com a ordem parcial natural dada por x < y se x € y. O
conjunto X ndo é vazio, porque L € X.

Provemos que todo subconjunto totalmente ordenado de X tem uma cota
superior: Seja T C X ndo-vazio e totalmente ordenado.

Poe Q = J{x € T}. Pela sua definicao, Q é uma cota superior, isto €, x C Q
para todo x € T. Para concluir, falta verificar que Q em X, isto é, L € Q e que
todos os vetores em () sdo linearmente independentes:

Como L é um subconjunto de todo elemento de X, entdo L € um subconjunto
de todo elemento de T. Logo, L € Q
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Verifiquemos que Q) ¢ linearmente independente: Seja o v1+0gv9+. .. 0,0, =0
uma combinacdo linear de elementos distintos de Q. Como Q ¢é uma unido
de conjuntos, existe para todo i =1,...,n um x; em T tal que v; € x;. Como T
é totalmente ordenado, dentre os x; existe um deles x;, que é superconjunto
de todos os outros. Logo v; € x;, para todo i = 1,...,n; portanto o101 + 0gvy +
... 0,0, = 0 é uma combinagao linear de vetores de x;,. Como x;, ¢ um conjunto
de vetores linearmente independentes, obtemos a5, ..., a, = 0. Isto é, todos os
vetores em Q) sdo linearmente independentes.

Ora se aplica o Lema de Zorn ao conjunto X para obter um elemento maximo
B. O

E.3. Historia

Kazimierz Kuratowski provou em 1922 ' uma versao menos genérica do Lema
de Zorn (usando conjuntos parcialmente ordenados pela inclusao e fechados
relativamente a unido arbitraria de cadeias bem-ordenadas). O Lema na sua
forma atual (usando qualquer relacio de ordem, e usando qualquer cadeia
totalmente ordenada) foi proposto independentemente por Max Zorn em 1935.
# Zorn propos esta formulagao como um novo axioma da teoria dos conjuntos,
como um substituto do teorema da bem-ordenacao, exibiu algumas das suas
aplicacoes na algebra. Ele também prometeu mostrar a equivaléncia entre o
seu lema e o axioma da escolha em outro artigo, mas nunca o escreveu.

'Casimir Kuratowski, Une méthode d’élimination des nombres transfinis des raisonnements mathéma-
tiques, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), pp. 76-108. icm

*Max Zorn, A remark on method in transfinite algebra, Bulletin of the American Mathematical
Society 41 (1935), no. 10, pp. 667-670.
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F. O Teorema de Ostrowski

Fa. Nameros p-adicos

Seja A um anel. Um valor absoluto em A é uma aplicacdo |-|: A — Ry tal que

e (Hausdorff) |x| = 0 se, e somente se, x =0,
o (Multiplicatividade) |xy| = |x||y], e
* (Desigualdade Triangular) |x + y| < [x| + |y|.

Ao invés de valor absoluto, usa-se também o termo norma. Chamamos um
anel munido de uma tal norma de anel normado.
Seja p € {2,3,5,7,11,. ..} um ntimero primo.
Definig¢ao. Seja
Il;: Z — Rxg

a norma p-ddica definida por [0[, =0 e
laly = 7@, onde p%@ ¢ a maior poténcia de p que divide a.
Exemplo.
o Para p = 2 temos que |8 =239 =23 e [9]3 =19 20, =270 =1;
* para p = 3 temos que 8|3 = 139-8]3=3"=1¢€|9|3=3%3 =32

A norma p-adica ||, mede quantas vezes p aparece na fatoracdo de um
numero inteiro. Por incrivel que pareca para quem se acostumou a norma usual,
a norma p-adica diminui quando a poténcia de p cresce; um numero inteiro
grande (com respeito & norma usual) pode ter norma p-adica pequena.

Nota. A contra-intuicdo da norma p-adica |-|y, em comparagdo a norma usual,
é que ela é ndo-arquimediana, isto é

1+---+1| <1 para todo n.
—_———

n vezes

Apesar da sua natureza aparentemente exética, Teorema F.3 mostra que as
unicas normas sobre Q s3o a norma usual e as normas p-adicas.

Os numeros p-adicos sao relativamente recentes, em comparag¢ao aos nimeros
reais; foram introduzidos héa cerca de cem anos por Kurt Hensel: Em analogia
a R, que consiste de todos os limites de Q para a norma usual |-|, vamos definir
Z, como o conjunto dos limites de Z para a norma p-adica |-|,. Formalmente,
Zy € o completamento de Z para |-|,.
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Defini¢dao. O anel normado dos niémeros p-ddicos inteiros é definido por
Z, = o completamento de Z com respeito & norma p-adica ||, .

Em particular, como [p"|, = p7" e |a,|, = 1 para a, em {1,...,p — 1}, vale

|an[7n|p :[)_n e
|anp” + an1p™™ +- -+ axp lp=p" —> 0 paran — co.

Isto é, a sequéncia (ag,ap + a1p,ao + a1p + agpQ,. ..) é Cauchy. Como Z, ¢

completo, ela converge, isto é, a série infinita ag + a;p + agp? + - -+ converge.
Isto é, em Z;, todo numero a = ap + a1p + a2p2 + .-+ existe como limites de
nameros em Z, como em R todo numero b = by + 51071 + 591072 + - - - para by,
b1, ...em {0,1,...,9} existe como limites de nimeros em Q.

Uma vez que Z ¢é denso em Z,, as fungdes +, - e ||, de Z uniformemente
continuas estendem-se ao completamento Z,. (Se f: X — Y é uma fungio de
X cujo contra-dominio Y é completo, entdo f(x) :=limx, para x, — £ em X
estende f a X.) Por isso, Z, ¢é verdadeiramente um anel com um valor absoluto
(e ndo somente um espaco métrico).

...010010001 Zo

Figura F.1: A arvore binaria que representa Zy
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A arvore binéria da Figura F.1 representa Zy da seguinte maneira: Cada
numero p-adico tem uma expansdo p-adica dada pelos seus coeficientes, sendo
ou 0, ou 1, e conforme a estes coeficientes, pega, ou o ramo da esquerda, ou o
da direita em uma bifurcacdo (ou no) da arvore.

Reflitamos como se descreve o valor absoluto, a fun¢ao distancia e as bolas
sobre eles:
 Temos d(x,y), = |x — y|p = p~° onde v = o nivel em que os dois ramos

infinitos x e y bifurcam; em particular, vale |x|, = p onde v = o nivel da

primeira bifurcacdo em que o ramo infinito vai a direita.

* Uma bola corresponde a uma malha da arvore por B(x,p™") — xo+x1p +
co+x,p" se x = xp+x1p+ -+, onde B(x,p™") é a bola com centro x e
raio p™" e xo + x1p +-- - + x,p" € o ramo finito que leva a malha; a bola é
dada por todos os ramos infinitos que passam pela malha correspondente.
Observamos que duas bolas, ou se incluem, ou sao disjuntas! Isto é, em
termos topoldgicos, Z, € totalmente desconexo.

Defini¢ao. Seja
Qy = corpo das frages de Z, e |x/ylp = [x[p/|ylp
o corpo normado dos nimeros p-ddicos.
Proposi¢ao F.1. O mergulho 7 — 7, induz para todo n em N um isomorfismo de
anéis
ZIp"Z = Zy|p"Zy.

Demonstragao: Como a aplicagdo Z — Z, — Z,/p"Z, tem nucleo p"Z, obtemos
a injecdo Z/p"7 — Z,/p"Z. Ela é sobrejetora se, e somente se, dado £ em
Z, e n em N, existe x em Z tal que |# — x|, < p7". Como Z é denso no seu
completamento Z,, em particular tal x existe. m]

Para um anel A, denote A* o grupo multiplicativo das suas unidades. Por
exemplo, Z* = {+1} e Q" = Q - {0}.

Proposicao F.2. Temos
Z,=12Zy—pZy.

Isto é, x em Z, ¢ invertivel se, e somente se, |x| = 1.
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Demonstragdo: Seja x em Z,. Se x € invertivel, isto é, existe y em Z, tal que
xy =1, em particular 1 = [1], = [xy|, = [x]s|ylp e logo x|, = 1.
Seja x em Z, — pZ,. Pela Proposi¢ao F.1 e pelo Corolario G.4,

é um corpo, isto €, existe a em {1,...,p — 1} tal que ax em 1+ pZ,, isto é,
lax — 1|, < 1. Pela série geométrica 1 + o + o +---— 1/(1 - a), existe (ax)7L,
e em particular x ! = a(ax)L. O

Recordemos que um ideal I em um anel A é um subconjunto I em A tal que
eparaxeyemlI, valex+yeml e
e paraxemlIeyemA,vale xy em L

Isto é, em comparacao a um subanel, o ideal é fechado sob multiplicacdes por
qualquer elemento do anel inteiro, ndo s6 do subanel.

Um ideal é mdximo se ndo existe outro ideal, distinto do anel todo, que o
contenha.

Corolario.
* O dnico ideal mdximo de 7 é pZ .
° { ideais em Zl) } = {Zﬁ,pr,IJQZ[), .. } U {O}

* @y =2,[1/p] = Upezp"Z; U {0}.
Demonstragdo:

* Seja A um anel. O complemento A —1I de todo ideal I contém as unidades
A”. Logo, pela Proposicao F.2, se I € um ideal em Z,, logo Z, =127, =
Zy — pZ;, ou, equivalentemente, I C pZ,; isto é, pZ, é o tnico ideal
maximo.

* Seja x em Z, com |x| = p7"

, isto é, x = p"a com |a| = 1. Pela Proposi-
cao F.2, a em Z}‘,, isto €, existe b em Z, tal que ab = 1, ou, equivalente-
mente, Zyx = p~"Z,. Concluimos que um ideal I em Z, é gerado pelo seu
elemento do minimo valor, isto é, I = p"Z, onde p" € a maior poténcia

de p que divide todos os elementos em I.
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* Pela Proposicao F.2, 56 falta inverter p em Z, para poder inverter todos os
elementos em Z,. O corpo @, é o menor anel em que todos os elementos
em Z, sao invertiveis, logo Q, = Z,[1/p]. O

Por isso, se voltamos a definicao de Z, como conjunto de expansdes p-adicas
infinitas,

Qp={p"a,p "+ -+ag+arp' +--- paranemNe a,,...€{0,...,p—1}}.

Observagdo. Duas séries iguais com parcelas racionais podem convergir a limites
diferentes em Q, e R. Por exemplo, com () := x(x —1) - -- (x —n+1)/n!, a série
dada por

J16/9 = (1+7/9)Y2 = Z (17/1 2)(7/9)"
n>0

converge a raiz positiva 4/3 em R e a raiz negativa em Q7 (vide [Kob84, Capitulo
IV, Prova do Non-Theorem 1])!

F.2. O Teorema de Ostrowski

Defini¢do. Duas func¢des distancia sao (Cauchy-)equivalentes se elas tém as
mesmas sequéncias de Cauchy. Isto é, duas fungdes distancia d’ e d” sobre um
conjunto X sdo equivalentes se para todo € > 0 existe d tais que, para todos os
x,9 em X, se d’(x,y) < O entdo d”(x,y) < € e se d’(x,y) < d entdo d'(x,y) < €

Observagdo. Dados dois valores absolutos |-|: e |-|» sobre um corpo, as métricas
induzidas sao (Cauchy-)equivalentes se, e somente se, existe um ¢ > 0 tal que

_ c
o = ||,

O valor absoluto || é trivial se |0] =0 e |-| = 1 senao.

Teorema F.3 (Ostrowski). Zodo valor absoluto nao-trivial sobre Q ¢ (Cauchy-
Jequivalente

* ou ao valor absoluto usual |-|,
* ou a um valor absoluto p-ddico |-|, para um nimero primo p.

Demonstragdo: Seja |-| um valor absoluto sobre Q. Distinguimos dois casos, o
caso arquimediano e ndo-arquimediano. Como |-1| =1 e |x/y| = |x|/|y|, basta
verificar sobre N que existe o > 0 tal que |-|* € ou igual ao valor absoluto usual,
ou a um |-|, para p um nimero primo.
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Caso arquimediano: Existe um n em N tal que |n| > 1.

Seja np o menor tal z. (Por exemplo, se |-| € o valor absoluto usual, entao
no = 2.) Como |ng| > 1, existe a > 0 tal que |ng| = ng.

Expanda n na base ny, isto é

n=ag+ainy+---+agmy coma,...,a; em{0,...,n9—1}.
Segue
|n| = |ag + a1mo + - - - + agmy|
< laol + |aallmo| + - - - + |as||nol’
Como ay, ..., a; < ny, pela escolha de ng, vale |ag|, ..., |a;| < 1. Segue

lao| + |a1|mo| + - - + las||no|* <1 +ny +-- - +ng’

L so - -0\ §
=ny (1 +ny" + -+ (n,")")
Esta soma ¢é limitada pela série geométrica: Pondo ¢ = n;* < 1, vale

- —\Ss _ N
1+n,"+- -+ (") =14c+---+¢

1
<l+c+c2+---= =C
1-¢

com C = C(a,ny) independente de n. Como nj < n, vale [n| < n"C. Segue,
para todo N em N
I[N = 2| < (n*)NC,

extraindo a raiz de indice N
ln| < n*VC,
e como isto vale para N arbitrariamente grande
|n| < n®. (*)

Para ver a desigualdade |n| > n* oposta a (), observe

s+1 s+1

+1|:|n0 —n+n| < |ny —n|+|nl,

|7
e consequentemente, pela desigualdade obtida (*),

| > (3] = [t = n| > ng(Hl) — (ny™ =)™
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|7l| > (n(s)+1)0( _ (n(s)+1 _ né)(x
1
= (3 (1 —(a- —)0‘) > n°D
no

com D = D(a,n9) :=1-(1- nlo)o‘ independente de n. Como acima, segue
|n| > n* concluindo com (*) que n = n® e assim o caso arquimediano.

Caso nao-arquimediano: Para todos os n em N vale |n| < 1.
Como |-| ndo é trivial, existe n em N tal que n < 1. Seja 1y o menor tal z.
Como |-| € multiplicativo, necessariamente 7y = p primo.

Proposi¢ao: Para todo numero primo ¢ # p vale |¢| = 1.

Demonstragdo: Caso contrario, existe N tal que |¢N|,|pN| < 1/2. Pelo Teo-
rema H.1, os numeros qN e [)N sao relativamente primos se, e somente se,
(gN) + (pNy = (1), isto é, existem m, n tais que

qu + n[)M =1.
Segue a contradicdo

1= (1] = |m||gN| + |n|[pM]| < 1/2+1/2 = 1.

Seja x em N. Se x = p;* --- p;" é a fatoragdo em numeros primos e p;, = p,
entdo |x| = |p;|*0. Isto é, x| = ¢ com ¢ = |pl e vp(x) = 0 maior n tal que p”
divide x.

Se escolhemos a tal que ¢ = [p| = |p|2‘ =p% isto é o = —logplpl, entao

concluimos que |x| = |x|2‘. O

Recordemo-nos de que um anel, ou corpo, com um valor absoluto um anel,
ou corpo, é chamado normado.

Corolario. 7emos

{ completamentos (normados) do corpo Q }
={R} U { todos os Q) para p um nimero primo }.

Demonstragdo: Segue da definicdo do completamento de um espa¢o métrico. O
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G. Aritmética Modular

Denotem
Z={..,-2,-1,01,2,...} e R

os anéis dos nimeros inteiros e dos niumeros reais (= a reta).
Um anel (comutativo com 1) é

* um conjunto que possui
— 0 (= o elemento neutro da adicao), e

— 1 (= o elemento neutro da multiplicacio);

* sobre o qual operam
— a adicao + (e o seu inverso —), e
— a multiplicac¢ao -,

que satisfazem a lei associativa, comutativa e distributiva.

G.. Aritmeética Modular no dia-a-dia

Damos exemplos da aritmética modular do nosso dia-a-dia (como o relégio, os
dias da semana, ou até o alfabeto). A propriedade comum entre estes exemplos
é a sua circularidade (de onde a nomenclatura “anel”).

Relogio. O exemplo protétipo de aritmética modular € a aritmética do
rel6gio em que o ponteiro volta ap6s 12 horas no inicio; isto é, vale a equacao

12 =0,
que implica, entre outros, as equacoes
9+4=1 e 1-2=11; (%)

Quer dizer, 4 horas depois das 9 horas é 1 hora, e 2 horas antes da 1 hora sdo
11 horas. Podemos ir mais longe:

9+424=9, (xx)

quer dizer se agora sao 9 horas, entdo 24 horas (= um dia) mais tarde também.
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Figura G.1: Rel6gio como Anel dos numeros 1,2,...,11,12=0

Dias da Semana. Além das horas, outro exemplo do aritmética modular
no dia-a-dia sdo os dias da semana: tendo passado 7 dias, os dias da semana
recome¢am. Se numeramos sabado, domingo, segunda, terca, quarta, quinta
e sexta-feira por 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 entao vale a equacao

7=0,
e que implica, entre outros, as equacgoes
4+4=1 e 1-2=05;

Quer dizer, 4 dias depois da quarta-feira é domingo, e 2 dias antes do do-
mingo é sexta-feira. Podemos ir mais longe: 5 + 14 = 5, quer dizer se agora ¢
quinta-feira, entdo daqui em 14 dias (= duas semanas) também.

A cifracao de César. Na cifragdo de César, trasladamos cada letra do
alfabeto por uma distancia ¢ fixa; por exemplo, para ¢ = 3, obtemos

A-DB—E,,. ... W—Z

Para trasladarmos as dltimas ¢ = 3 letras X, Y e Z do alfabeto, consideramos o
alfabeto como anel, isto é:
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Figura G.2: A circularidade semanal de tomar comprimidos

Assim,
X—A,...,Z— C.

Se identificamos cada letra do alfabeto romano com a sua posicao,
A—0B—1,...,. X 23Y — 24,7Z +— 25.

entdo vale 23+3 1+ 0,24+3=1e 25+ 3 = 2; isto é, 26 = 0.

Formalizagdo. Formalmente, derivamos as equagdes em (x) e (*x) das
igualdades

94+44=13=12+1=0+41=1 e 1-2=-1=-1+0=-1+12=11.

94+424=9+2-12=9+2-0=09.

Em geral, para quaisquer a e x em Z,

a+12-x=a
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Figura G.3: Roda das Letras do Alfabeto Latino

ou, equivalentemente, para quaisquer a e b em Z,
a=b sel2|a-b.

Em palavras, a e b deixam o mesmo resto divido por 12.

As mesmas observac¢des valem para os dias da semana.

Nao ha nada de especial sobre o nimero m = 12 (horas até meio-dia), m =7
(dias da semana) ou m = 26 (letras do alfabeto latino). Por exemplo, as mesmas
observacoes valeriam se o rel6gio indicasse m = 15 horas (como no planeta
Netuno em que o dia, a rotacdo completa em torno do proprio eixo, dura 16
horas):

Defini¢ao. Seja m > 1 um inteiro. Os nimeros inteiros a e b sio congruentes
modulo m ou, em formulas,

a = b mod m.

se m | a—b, isto é se a sua diferenca a — b é divisivel por m. Em outras palavras,
se a e b deixam o mesmo resto divido por m. O nimero m é o médulo.
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mod 15

12
4+5mod 15=9

E+EBmod15=1
4x 7 mod 15=13
11%x 10mod 15=5
11x1lmod15=1

11

Figura G.4: O relégio com 15 horas

G.2. O Anel Quociente

Dado um namero inteiro m, construiremos de duas vias, primeiro pela teérica
e depois pela pratica,

* o menor anel (= conjunto que possui 0 e 1 e sobre o qual + e - operam),
denotado por Z/mZ,

* com uma aplica¢do *: Z — Z/mZ denotada por
XX

que satisfaz

X+y=x+y
(e portanto x - y = x - y, em particular, 0 =0 e 1=1), e

* tal que
x>0 = m|x ()

ou, equivalentemente,

x=ymodm = X=yemZ/mZ.
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Explicamos o que significa o menor anel que satisfaz as propriedades pre-
cedentes. Com efeito, menor ndo tem significado matematico. Em verdade,
falamos matematicamente de uma propriedade universal: Se A é outro anel com
uma aplicacdo n: Z — A que satisfaz (), isto é, tal que n(x) = 0 se, e tao so-
mente se, m | x, entdo existe uma (com efeito, tinica) aplicacdo ¢: Z/mZ — A
tal que © = ¢ o~. (Diz-se que a aplicacdo = fatora através de ~.)

Construcao Teorica. Esta constru¢do do anel residual é a ordinariamente
dada, como conjunto de classes residuais: Pela Equacao (f) exatamente o
conjunto mZ + 0, e consequentemente para x em Z qualquer, exatamente os

seus traslados
xX+mZ — X.

Isto nos leva a definir

* como conjunto
Z|mZ :={x+mZ :x em Z}

e como aplicagdo~: Z —» Z/mZ

X x+mZ;

* como elementos neutros da adicao e multiplicacao

0=0+mZ=mZ e 1=1+mZ;

® como operag(”)es +e-

X+y=x+y e X-y:=x-).

Os elementos (ou numeros) em Z/mZ sao subconjunto de Z, com efeito classes
residuais.

Construgao Pratica. Esta defini¢do reflete melhor o nosso ponto de vista
intuitivo da aritmética modular, por exemplo, sobre o relogio, isto é, Z/127:
Pela divisao com resto,

{x+mZ:xem Z} ={0+mZ,...,m—-1+mZ},

isto é, 0,...,m — 1 representam o conjunto Z/mZ. Por isso definamos
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* como conjunto
Z|mZ :=A{0,...,m—1};

e como aplicagdao ~: Z —» Z/mZ
x—7r ondex=¢gm+r comrem{0,...,m—1};
* como elementos neutros da adi¢do e multiplicacdo 0 e 1,
* como operagdes + e -

x+y:=r ondex+y=¢gm+r comrem{0,...,m—1}

x-y=r ondex-y=gm+r comrem{0,...,m—1}.

Por exemplo, as tabelas da adi¢do e multiplicacdo para m = 4 sdo:

+ 0 1 2 3
o 0 1 2 3
11 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2
e
* o 1 2 3
0O 0 0 0 O
101 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Exercicio G.1. Mostre que um namero inteiro é divisivel por 3 (respectivamente
9) se, e tao somente se, a soma dos seus algarismos decimais é divisivel por 3
(respectivamente 9).

G.3. NUmeros Invertiveis

Em Z, os tinicos nimeros que dividem todos sao +1. Em Z/mZ, depende do
moédulo m se todos os seus elementos podem ser divididos

* 50 pelas imagens dos nimeros invertiveis +1 em Z, ou
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* por todos os numeros (exceto 0).

Um namero que divide todos os outros é uma unidade:
Defini¢ao G.2 (Unidades). O elemento X em Z/mZ é uma unidade se existe
y em Z/mZ tal que

jx=1.
O elemento y ¢ o inverso de % ¢ denotado por X~*. Denotamos
(Z/m2Z)* := { as unidades em Z/mZ}.
Por exemplo, a tabela de multiplicacdo de Z/4Z mostra que
(Zz/4z)* = {1,3}.
pois1-1=1e3-3=1; ao contrario, 2 ndo € uma unidade.
Defini¢ao. Os numeros inteiros a e b sao relativamente primos se
mdc(a,b) =1,

isto é, se nenhum namero inteiro (fora 1) divide a e b.

Proposicao G.3 (Caracterizacdo de Unidades). Dado um niimero inteiro x, sua
imagem

X ¢ unidade em Z|/mZ <= x ¢ m sdo relativamente primos.

Por exemplo, mdc(1,4) = mdc(3,4) = 1, mas mdc(2,4) = 2. Pela proposicao,
concluimos que em Z/4Z sao unidades 1 e 3, mas 2 nao é.

Demonstragao (da Caracteriza¢ao de Unidades):: Pelo Algoritmo de Euclides Es-
tendido, existe z e v em Z tais que

ux + vm = mdc(x,m).
Entao mdc(x,m) =1 se, e tdo somente se, existe z em Z tal que
ux =1 mod m

ou, equivalentemente,
ux=1 em Z/mZ.

Isto é, X € uma unidade em Z/mZ. O
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Corolario G.4. Se p é um namero primo, entdo

(Z/p2)" ={1,....p—1}.
Isto é, todos os elementos, exceto 0, s@o unidades.
Demonstragdo: Se p é primo, entdo mdc(x,p) =1l parax=1,...,p— 1. O

Recordemo-nos de que um corpo ¢ um anel cujos nimeros sao todos unidades
(# 0). Isto é, um anel em que se pode dividir por qualquer nimero (# 0). Para um
namero primo p, pelo Corolario, Z/pZ é um corpo, o corpo com p elementos,
denotado por
G.4. Teorema Chinés dos Restos

Teorema G.5. Se m ¢ n sao coprimos, isto ¢ mdc(m,n) = 1, entdo
Z|mnZ =Z]mZ X Z|nZ.
Demonstragao: Olha a aplicacao natural
n:7Z > Z/mZXZ|n”Z.

e observa que n(x) =0 se, e tdo somente se, x = 0 mod m e x = 0 mod =, isto
é, se, e tao somente se, mmc(n,m) = nm divide x. Logo o seu nucleo é nmZ, e
a aplicacdo induzido

n:Z/mnZ — Z|/mZ X Z]/n”Z.
¢ injetora.
Como m e n sdo relativamente primos existem pelo Algoritmo de Euclides
Estendido i e j em Z tal que im + jn =1. Como a imagem é um ideal sobre

Z, para mostrar que a aplicacdo é sobrejetora, é suficiente mostrar que os seus
geradores (1,0) e (0,1) sao valores. Calculemos

jr=im+jn=1modm e jn=0modn

im=0modm e im=im+ jn=1mod n.
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H. Divisao com Resto e o Algoritmo de Euclides
Sejam a e b numeros inteiros. O nimero b divide a ou, em férmulas, & | a, se
existe um numero inteiro ¢ tal que a = bc.

Por exemplo, um nimero inteiro, é par ou impar se é divisivel por 2 ou ndo.

Defini¢ao. Um numero p > 1 é primo se somente 1 e p dividem p.

{ ntmeros primos } = {2,3,5,7,11,13,17,23,. . .}.

H.4. Divisao com Resto

Sejam a e b numeros inteiros positivos. Que a dividido por 4 tem quociente
g e resto r significa

a=b-g+r com0<r<b.
Por exemplo, para a = 230 e b = 17, calculamos
230 =17-13+9.

Isto €, 230 divido por 17 tem quociente 13 e resto 9.
Para dois ntimeros inteiros a e b,

divisor comum = niimero inteiro positivo que divide a e b.

O maior divisor comum de a e b é o maior nimero inteiro positivo que divide
a e b. Denote

mdc(a,b) := o maior divisor comum de a e b .
Por exemplo,

{ divisores comuns de 24 e 26} = {2,3,4,6,12}

mdc = o maior divisor comum = 12.
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H.2. Computar o Maior Divisor Comum pelo Algoritmo de Euclides

Sejam a e b numeros inteiros positivos tal que a > b e com
a=b-g+r com0<r<b. ()
Equacao (f) = d | a,b se, e tao somente se, d | b,r, =
{divisores comuns de a e b} = {divisores comuns de b e 7},

em particular

mdc(a,b) = mdc(b, 7).
Reaplicando a divisdo com resto aos nimeros menores 4 e 7,
b=r-¢'+r" comO0<r <r

e por isto

mdc(b,7) = mdc(r,7).

’ ’ ’ 44 ’ " . .
Iterando, chegamos a s ;=7 er comr =0, isto é

mdc(a,b) = ... =mdc(s,0) =s.

Por exemplo, calculamos o maior divisor comum de a = 748 e b = 528 pela
iterada divisdo com resto:

748 = 528-1+220
528 = 220-2+88
220 = 88 -2+44
88 =44 -2+0,
logo mdc(528,220) = 44. Isto é,
o maijor divisor comum = o penultimo resto .

Teorema (Algoritmo de Euclides). Sejam a e 4 nimeros inteiros positivos com
a > b. O seguinte algoritmo calcula mdc(a,d) em um namero finito de passos:

(inicializacdo) Poero =a ery = b, ei = 1.

(divisao com resto) Divide r;_1 por r; com resto para obter
Ti-1 = 7iq; + Tiy1 com 0 < Tiy1 < 15

(iteracdo) Distingue entre:

* ou 111 =0, entdo r; = mdc(a,b) e o algoritmo termina,

* ou 111 > 0, entdo ponha i := i +1 e continue no passo (divisao com resto).
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H.3. Algoritmo de Euclides Estendido = Computar o Maior Divisor Comum
como Combinacao Linear

Para numeros inteiros v, ..., v7, uma combinagéo linear de vy, ..., v; € uma
soma s de multiplos inteiros deles,

s =Muvi+---+MAgug com inteiros A,...,A .
O Algoritmo de Euclides Estendido mostra iterativamente que
maior divisor comum de ¢ e 5 = combinacgio linear de a e b .

Teorema H.1 (O algoritmo de Euclides Estendido). Para quaisquer niimeros
inteiros positivos a ¢ b, o seu maior divisor comum mdc(a,b) é uma combina¢do linear
de a ¢ b; isto é, existem nuimeros inteiros u e v tais que

mdc(a,b) = au + bv.
Demonstra¢ao: Inicialmente, com 7 := a, r; := b,
rn=rg;+rp, comO0<ry <.
Isto é, ro =19 — 1q1, =
70,71, € 19 = combinacdes lineares de a e b .

Por inducio,
ric1=1;¢i + 741 com 0 < 711 <7y

Como 7;_1 e 7; sdo combinacdes lineares de a e b,
7i41 = 7i-1 — 7;¢; = uma combinacdo linear de a e b .
Em particular, quando finalmente r1,; = 0,
n = mdc(ry, 74+1) = mdc(a,b) = combinacdo linear de a e b .
Ja calculamos o maior divisor comum de a =748 e b = 528,

748 = 528-1+220

528 = 220-2+88

220 =88 -2+44
88 =44 240,
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Logo,

920 = 748-5281=a - b
88 = 528-220-2 = b — (a — 5)2 = 3b — 2a
44 = 220-88 -2 = (a - b) — (36 — 2a)2 = 5a — 7b,

e, com efeito,

44 =5-748 -7 - 528.

177



Referéncias

[Ahl78]

[Carb1]

[Cargs]

L. V. Ahlfors, Complex analysis, third ed., McGraw-Hill Book Co.,
New York, 1978, An introduction to the theory of analytic functions
of one complex variable, International Series in Pure and Applied
Mathematics. MR 510197.

H. Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs
variables complexes, Avec le concours de Reiji Takahashi, Enseignement
des Sciences. Hermann, Paris, 1961. MR 0147623.

, Elementary theory of analytic functions of one or several complex
variables, Dover Publications, Inc., New York, 1995, Translated from
the French, Reprint of the 1973 edition. MR 1348633.

[Congsl J. B. Conway, Functions of one complex variable II, Graduate Texts

[Hazo2]

[Hilg3]

[Kob84]

[Lim81]

in Mathematics, vol. 159, Springer New York, 1995. MR 1344449.
DOI 10.1007/978-1-4612-0817-4.

M. Hazewinkel, Rectifiable curve. Encyclopedia of Mathematics, 2002.
Confer http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=
Rectifiable_curve&oldid=29205.

D. Hilbert, Ueber die transcendenz der zahlene und ?, Math. Ann. 43
(1893), no. 2-3, 216—219. MR 1510808. DOI 10.1007/bf01443645.

N. Koblitz, p-adic numbers, p-adic analysis, and zeta-functions, second
ed., Graduate Texts in Mathematics, vol. 58, Springer New York, 1984.
MR 754003. DOI 10.1007/978-1-4612-1112-.

E. L. Lima, Curso de Andlise. Vol. 2, Projeto Euclides [Euclid Project],
vol. 13, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 1981
(Portuguese). MR 654862. zbMATH 0511.26003.

[Murij] J. T. Murphy, An Elementary Proof Of Rademacher’s Theorem.

[Niv47]

I. Niven, A simple proof that n is irrational, Bull. Amer. Math. Soc. 53
(1947), no. 6, 509-510. MR 0021013. DOI 10.1090/50002-0904-1947-
08821-2.

178


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=510197
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0147623
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1348633
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1344449
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0817-4
http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=Rectifiable_curve&oldid=29205
http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=Rectifiable_curve&oldid=29205
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1510808
http://dx.doi.org/10.1007/bf01443645
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=754003
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-1112-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=654862
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/search/?q=an:0511.26003
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0021013
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1947-08821-2
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1947-08821-2

[PGSog] C. Perez-Garcia and W. Schikhof, Locally convex spaces over non-

[San18]

[Schog]

archimedean valued fields, Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics, vol. 119, Cambridge University Press, 2009. MR 2598517.
DOI 10.1017/cbog780511729959.

G. Sanderson, Why is pi here? And why is it squared? A geometric answer
to the Basel problem, 2018. Confer https://www.youtube.com/watch?
v=d-03eB9sfls.

P. Schneider, Nonarchimedean functional analysis, Springer Monographs
in Mathematics, Springer Berlin Heidelberg, 2002. MR 1869547.
DOI 10.1007/978-3-662-04728-6.

179


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2598517
http://dx.doi.org/10.1017/cbo9780511729959
https://www.youtube.com/watch?v=d-o3eB9sfls
https://www.youtube.com/watch?v=d-o3eB9sfls
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1869547
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-04728-6

	Introdução
	Pré-requisitos
	Os Números Complexos
	Conjugação e Norma
	Projeção estereográfica
	A linha projetiva complexa

	Espaços Métricos
	Topologia
	Sequências e Completude
	Funções Contínuas
	Funções Uniformemente Contínuas
	Conexidade
	Compacidade
	Convergência Uniforme

	Funções Diferenciáveis
	Funções Diferenciáveis sobre uma Reta
	Funções diferenciáveis sobre Espaços Vetoriais
	Equações de Cauchy-Riemann
	Aplicações Conformais no Plano Complexo
	Transformações de Möbius

	Funções Analíticas
	Raio de convergência
	Derivadas de Séries de Potências
	Exponencial
	Ramos do Logaritmo

	Integral de Riemann-Stieltjes
	Integração Real ou a Integral por Somas de Riemann
	Integração ao longo de caminhos

	Integração ao longo de Círculos
	Construção dos números complexos
	Frações
	Completamento
	Extensão Algébrica

	Topologia
	Sequências e Completude
	Funções Contínuas
	Compacidade
	Compacidade Sequencial

	Teorema de Hahn-Banach
	Corpos Esfericamente Completos
	Hahn-Banach
	Contra-Exemplo ao Teorema de Hahn-Banach

	Teorema de Alaoglu
	Topologia Fraca e Fraca*
	Topologia Forte (ou do Operador)
	Reflexividade
	Teorema de Alaoglu

	O Lema de Zorn
	Demonstração
	Uma Aplicação
	História

	O Teorema de Ostrowski
	Números p-ádicos
	O Teorema de Ostrowski

	Aritmética Modular
	Aritmética Modular no dia-a-dia
	O Anel Quociente
	Números Invertíveis
	Teorema Chinês dos Restos

	Divisão com Resto e o Algoritmo de Euclides
	Divisão com Resto
	Computar o Maior Divisor Comum pelo Algoritmo de Euclides
	Algoritmo de Euclides Estendido = Computar o Maior Divisor Comum como Combinação Linear

	Referências

