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Introducao

Para qué estudar o Aprendizado de Maquina? A resposta esmagadora do guru
Andrew Ng:

“I hope we can build an Al-powered society that gives everyone affordable
healthcare, provides every child a personalized education, makes inexpensive
self-driving cars available to all, and provides meaningful work for every man
and woman.”

Traduzido para portugués:

“Espero que possamos criar uma sociedade baseada na inteligéncia artificial,
que

* oferece um plano de satude acessivel a todo mundo,
 proporciona uma educacdo personalizada a cada crianga,
disponibiliza carros auto-conduzidos baratos a todos, e

um trabalho significativo com sentido a cada homem e mulher.”

Amem. Vamos levar o Brasil para frente!

Objetivo do Curso

Este curso inicia o leigo aos métodos basicos do aprendizado de mdquina. Tra-
dicionalmente, foram introduzidas regras ao computador para ele calcular as
consequéncias. No aprendizado de mdquina, sdo introduzidos dados ao computa-
dor para ele calcular as regras, detectar as regularidades neles (e, em seguida,
calcular as consequéncias destas regras).

Com o advento de cada vez maiores volumes de dados e maior poténcia
computacional, o aprendizado de maquina torna-se cada vez mais proveitoso.
Por exemplo,


https://blog.coursera.org/andrew-ng-announcing-new-deep-learning-specialization-coursera/

* na medicina: a partir de um conjunto de dados de satide com os diagnéds-
ticos por especialistas, aprender a diagnosticar.

* na minera¢do de dados, o uso de aprendizado de maquina para detec-
tar estruturas estatisticas lucrativas (em bancos de dados relacionais).
Notavelmente, para antecipar

— os interesses de um usuario de um portal on-line a partir daqueles
nas visitas anteriores;

— em particular, as futuras compras dos clientes de um comércio on-line
a partir das anteriores.

Resumo

O aprendizado de mdquina faz cada vez mais sucesso na resolucao de problemas
computacionais até ha pouco acreditados irresoluveis: Talvez o mais espetacular
seja a derrota fulminante do melhor jogador de Go mundial por AlphaGo,
uma inteligéncia artificial baseada no aprendizado de maquina. Até entao,
os computadores chegavam nem sequer perto aos mestres. Como exemplo
protétipo e primeira aplicacao, olhamos a classificacdo de e-mails em Spam (=
lixo) e Ham (= ndo Spam) pelo aprendizado a partir dum conjunto exemplar
de e-mails sorteados. Este algoritmo de aprendizado de maquina, baseando-se
unicamente na frequéncia de palavras-chave lixosas no e-mail, revelou-se mais
eficiente do que todos os outros até entdo criados.

Os métodos basicos por tras do aprendizado de maquina sao principalmente
geométricos: Dado um conjunto de pontos, buscam-se (por exemplo, nos mé-
todos da regressao linear/logistica, da Support vetor Machine ou do K-means) as
melhores (em um sentido preciso) retas, hiperplanos (em dimensao maior) ou
compartimentos para separa-los.

Além da solugdo deste problema teérico, geométrico, ha os problemas prati-
cos:

* o da dificuldade computacional, e
* o da significincia (como modelacdo da realidade).

Para reduzir a dificuldade computacional ha, por exemplo, o método da andlise
de componentes principais (para reduzir o numero de parametros com perda



informacional minima). Como problema de significincia, surge o do Sobre-
Ajuste, quer dizer, que o resultado sé se aplica aos dados usados, mas em geral
nao, e o Método de Regulariza¢ao ajuda mitiga-lo.

Cronograma

Estudamos os fundamentos do curso Machine Learning por Andrew Ng dis-
ponivel no coursera.org pelo livro Abu-Mostafa, Magdon-Ismail, e Lin (2012)
disponivel gratuitamente online no enderego Learning from Data.

Comecamos com a parte tedrica:

1. Explicamos e formalizamos o que é um problema de aprendizado (super-
visionado).

2. Formalizamos a nogao de aprendizagem pelo PAC (= Provavelmente Aproxi-
madamente Correto). O PAC da em particular uma explica¢dio matematica
ao problema recorrente do Sobre-Ajuste, quando as conclusdes se aplicam
s6 aos dados analisados, mas ndo revelam nada geral.

3. Mostramos pela dimensao de Vapnik-Chervonenkis que uma grande classe
de problemas é apreensivel.

Concluimos com a parte pratica:
4. Os métodos lineares:

1. O método do Perceptron em uma variavel e em varias variaveis.
Geometricamente, busca-se um hiperplano que separa dois conjuntos
de pontos.

2. O método da Regressao Linear, geometricamente, para dados pontos
busca-se uma reta que os aproxime o melhor possivel.

3. O método da Regressao Logistica que mede a probabilidade de uma
propriedade; Por exemplo, se um e-mail é spam ou nao.

5. O Método do Mdximo Declive (estocdstico) (Gradient Descent) para encon-
trar extremos de fun¢des (em varias variaveis); por exemplo, minimizar
as distincias nos métodos lineares acima.


http://www.coursera.org/learn/machine-learning
https://work.caltech.edu/textbook.html

6. O método da Mdguina de Vetores de Suporte (Support vetor Machine),
como extensao nao-linear (kernelization) do Perceptron: Geometri-
camente, busca-se um hiperplano que separa pontos em duas classes.
Em comparacido a Regressao Logistica computacionalmente preferivel
quando ha poucos parametros, quer dizer, a dimensao é pequena.

7. Redes Neurais como iteracdo da Regressao Logistica em varias variaveis;

¢ 0s seus modelos, e

* o algoritmo da Retropropagac¢ao de Erro, um método de maximo
declive que reajusta os pesos dos neuronios conforme a uma regra
de correcdo de erro.

8. O método das K-médias (K-means) cuja saida € finita. Geometricamente,
busca-se uma divisdo de pontos em compartimentos tal que ela minimize
as distancias entre os pontos em cada compartimento.

9. O método da Andlise da Componente Principal (andlise de componentes
principais) para projetar um conjunto de pontos a um espaco de dimen-
sao menor sem perda de informac¢do quanto a sua classificagao.

Otimizar

Para otimizar, isto é, encontrar um ponto em que uma funcio (de erro) E tem
o seu valor minimo, usaremos

* uma aproximacao iterativa, um método de ensaio e erro direcionado,
como no Perceptron,

* a projecdo de um vetor a um (hiper)plano (onde o vetor de saida é o
vetor do (hiper)plano que é mais préximo do vetor de entrada), e

* a computagdo de um ponto em que a derivada VE de E é zero.

Os métodos numéricos (iterativos) para calcular esta projecao ou o ponto em
que a derivada é zero serdo so6 superficialmente explicadas.



Aspectos Matematicos

Recapitulamos nogdes basicas

+ da Algebra Linear para tratar problemas multidimensionais como o da
regressdo linear em varias variaveis,

* da analise multidimensional para encontrar pontos (localmente) maximos
de funcbes em varias variaveis.

Links

Lembremo-nos de que, mesmo se o link URL expirou, o conteido é ainda
disponivel pelo archive.org sob o enderego https:/web.archive.org/web/URL/
. Por exemplo, a animac¢ao da regressao linear http:/mste.illinois.edu/ac
tivity/regression/ da Universidade do Illinois permanecera disponivel sob
https:/web.archive.org/web/http:/mste.illinois.edu/activity/regression/ . Neste
caso, a pagina foi arquivada no dia 5 de maio 2018; o seu estado nesta data
continua a estar disponivel em https:/web.archive.org/web/20180505102200/http:
/mste.illinois.edw/activity/regression/ .


https://web.archive.org/web/URL/
http://mste.illinois.edu/activity/regression/
http://mste.illinois.edu/activity/regression/
https://web.archive.org/web/http://mste.illinois.edu/activity/regression/
https://web.archive.org/web/20180505102200/http://mste.illinois.edu/activity/regression/
https://web.archive.org/web/20180505102200/http://mste.illinois.edu/activity/regression/

Notacoes

Esta seccdo explica a linguagem matematica basica, conjuntos e fungdes. Como
as notacdes usada na matematica académica diferem em uns pontos das do
ensino escolar, repitamos as mais comuns:

Conjuntos

A nocao fundamental da matematica é a de um conjunto; segundo os dicionarios
Aurélio, Houaiss ou Michaelis:

* qualquer colecdo de seres matematicos,

* qualquer reunido de objetos, determinados e diferenciaveis, quer esses
objetos pertencam a realidade exterior, quer sejam objetos do pensamento,
ou

* qualquer reunido das partes que constituem um todo.

Esta colecao de seres matematicos € denotada por { seres matematicos }. Se um
ser matematico a pertence ao conjunto A, dizemos que a é em X e escrevemos
ac€AouA->sa.

Por exemplo, o conjunto

* dos numeros naturais N = {1,2,3,...} é denotado por N .

o dos numeros inteiros Z = {-2,-1,0,1,2,...} é denotado por Z,

o dos nimeros racionais {x/y para x,y em Z} é denotado por Q; por exemplo,
2/3 é nele , e

o dos nameros reais {an10N +- - -+ 4110+ ag+a_1107 1 +-- -} para ay, ..., a1,
ap, a-1 em { 0,1, ...,9 } é denotado por R; por exemplo, © = 3,14159. ..
é nele.

Podemos comparar dois conjuntos A e B:

* denote A 2 B que A contém (ou inclui) B, e
* denote A C B que A ¢é contido (ou incluso) B.

Podemos formar um novo conjunto a partir de dois conjuntos A e B:

* denote A UB a unido de A e B, o conjunto dos elementos que pertencem
a A ouB,



* denote ANB a intersec¢go de A e B, o conjunto dos elementos que pertencem
a A ¢B;

* se A 2 B, entdao denote A — B a diferenca entre A e B, o conjunto dos
elementos que pertencem a A mas ndo a B.

Por exemplo, os nimeros irracionais sio todos os nimeros reais que nao sao
racionais, isto é, que pertencem ao R — Q.

Denote A X B o seu produto cujos elementos sdao (a,b) para a em A e b em B,
isto é,
A XB={(a,b) para a em A e b em B}.

Se B = A, escrevemos A2 em vez de A X A, e A% em vez de A X A X A, e assim
por diante. Por exemplo, R? ¢ o plano (euclidiano), e R? é o espago.

Funcoes

Formula. Uma fun¢do descreve a dependéncia entre duas quantidades. No
ensino escolar, é usualmente denotada por uma equacao

f(x) = expressdao em x
onde na expressao figuram

* operagdes aritméticas +, —, -, / ...
* sobre numeros reais, constantes, funcées algébricas como x% e funcoes
especiais como exp(x), log(x), sen(x), ...

Por exemplo:

1. A distancia s percorrida por um objeto na queda livre depende do tempo
da queda ¢: vale s = g - t onde g = 98m/s? é a constante da aceleracio
gravitacional da terra.

2. A forca de atracdao K entre duas massas m’ e m” depende de m’, m” e a
distancia r entre elas: Pela lei gravitacional de Newton K = G(m'm”)/r?
onde G = 6,67 - 107"'"Nm?kg ™ é a constante de gravidade universal de
Newton.

Porém, existem outras dependéncias, por exemplo:



3. O preco de uma entrada ao teatro de fantoches depende do nimero da
fila do assento: Esta dependéncia descreve-se por uma tabela de precos,
dando o numero da fila 1, 2, 3, ... e o preco correspondente de 100
Centavos, 20 Centavos, 5 Centavos, ...

Defini¢ao. Uma fun¢do f é uma regra que associa a cada elemento x de um
conjunto X exatamente um elemento y de um conjunto Y.

Esta associagdo é simbolicamente expressa por y = f(x). Refiramo-nos

* a x como varidvel (independente) ou argumento,

e a y como varidvel dependente ou valor (da funcao),
e a X como dominio da funcao, e

e a 'Y como contra-dominio da funcao.

A imagem imf de f é o conjunto de todos os valores de f,
imf = { todos os f(x) para x em X}.

Por exemplo, imsen = [-1,1] e imf = {c¢} para a funcdo constante f = ¢. O
contra-dominio contém a imagem, mas nio necessariamente coincide com
ela,

imf CY.

Usualmente, vemos funcdes com X e Y C R, isto é, fungdes reais;
chamamo-nas muitas vezes simplesmente de func¢des. Usualmente as le-
tras a,bc,...,r,s,t,ux,9,2 denotem numeros reais; as letras i,7.k,/, n,m denotem
numeros naturais (usados para enumeracdes). Nos nossos exemplos:

1. Aqui (a magnitude) de £ em Ryp e f(¢) =5 € Ryo. Tem-se X = Ry e
imf = Rxo.

2. Aqui (a magnitude) de m’,;m” em Ry e K em Ryp. Tem-se X = (R0 X
RZO) X RZO e imf = RZO-

3. Aqui X =N={1,2,3} e imf = {100,20,5}.

Funcgodes reais aparecem em diversas formas: além de
* uma equacgao,

obtemos pela substituicdo da variavel por um namero real como 0,5, 1, 2, 1000,

10



e uma tabela de valores x e y dado pela avaliacio do lado direito da
igualdade f(x) =..., e

* um grdfico

1. pela marcagao dos pontos (x,y) no plano que sao dados pelos valores
da tabela, e
2. pela conexdo destes pontos.

Em mais detalhes:

* Na forma de uma equacao como nos exemplos acima: y = f(x), por
exemplo, y = x?senx . .. Para facilitar, fazemos o convénio seguinte: Se
escrevemos apenas a regra de associacao, por exemplo, f(x) =1/(x(x—3))
ou Vx, entdo o dominio é o subconjunto maximo de R para que esta regra
seja definida (quer dizer, faca sentido). Por exemplo, nestes exemplos,
X=R-{03} e X=Ry.

* Na forma de uma tabela de valores, por exemplo: Um experimento mede
a tensao U de um resistor em dependéncia da corrente Y. A tabela
tem as entradas Y = 50;100;150,...(mA) e U = 2;46;...(V). Aqui
X ={50,100,...} (¢ Y = Ryp). (Gostariamos de extrapolar esta funcao,
isto é, estender o seu dominio a Ryo; a este fim, parece provavel que
U = RI com R =0,04Q.)

* A equagao funcional y = f(x) associa a cada valor ¥ um tnico valor
9, em simbolos, x — y = f(x). Um tal par de valores (xo,y9) pode ser
interpretado como ponto P no plano cartesiano. Para cada par de valores
(xo,yo) obtemos exatamente um ponto. Dado um ponto P, os nimeros
reais xo e yo sao chamados das coordenadas (cartesianas). O conjunto de
todos os pontos (x,y = f(x)) forma a curva da fun¢do (ou grifico), que
ilustra o percurso da funcdo y = f(x). (Por exemplo, a parabola y = x*
ou uma func¢do afim y = ax + b.)

Para desenhar a curva:

1. Enche uma tabela de valores para uns argumentos x’, x”, ...
2. Desenha os pontos dados nela, e

3. Conecta-os para obter o percurso da curva da funcao.

11
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Figura 1: Coordenadas Cartesianas de um ponto nos eixos x e y

De vez em quando, para destacar que um objeto, por exemplo, uma func¢ao
h: X — Y, depende de outro objeto, por exemplo, de um conjunto D ou uma
énupla w, escrevemos (D) ou Ap respetivamente 4(w) ou A, em vez de A.

Aplicagdo. No ensino académico, uma fun¢do ou aplica¢do é denotada por
[ X—>Y

para os dois conjuntos,

12



e 0 dominio X, e
* 0 contra-dominio Y de f

dizemos que manda ou envia cada argumento x em X a um unico valor y em

Y.

Lé-se que f é uma funcido de X a Y, ou tem argumentos em X e valores em Y.
No contexto informatico, pensamos de f como um algoritmo, e referimo-nos a
X e Y como entrada e saida.

Uma funcdo manda ou envia cada argumento x em X a um tnico valor y em 'Y
(ou associa a cada x um tunico y). Escrevemos

Xy

e denotemos este valor y por f(x). Frequentemente, X =R ou X =RXx:--XR e
Y =R ou Y = {+1}. Por exemplo, a fungdo f: R — R dada por x — x? manda
2emR a2?=4emR.

Fungdo e aplica¢do sao sinénimos. Contudo, a conotagao é outra: Se os objetas
do dominio sdo, por exeplo, nimeros inteiros, conjuntos, entao aplicacdo ¢ mais
comum, enquanto funcao é principalmente usada quando o dominio consiste
de (énuplas de) numeros reais.

Formar Novas Funcgoes.

Composicao. A partir de duas fun¢des f e g (sobre quaisquer dominios
e imagens) pode ser obtida outra por concatenacdo; a fung¢do composta ou a
composi¢do g o f, dado que a imagem de f é contida no dominio de g, isto é,

Y(f) € X(g). E definida por

gof:xm glx) > f(g(x),

simbolicamente, para obter g o f(x) = g(f(x)), substituimos x em g(x) por

[ (%)

Se temos duas fungdes,

[ X>Y, e g YoZL

13



isto é, tais que os valores de f sdo argumentos de g, a sua composi¢io ¢ definida

por
x> f(x) o g(f(x),

isto é, a saida de f € a entrada de g, e denotada por

gof: X—Z.

Inversao de funcdes. Por defini¢do, uma func¢do f: X — Y associa a cada
argumento x € X exatamente um valor y € Y. Frequentemente surge o problema
inverso: Dado um valor y, determina o seu argumento x sob f, isto &, tal que
y = f(x). Se uma funcao f é injetora, isto é, ¥’ # x” implica f(x) # f(x”), isto
é, a argumentos diferentes sdo associados valores diferentes, entdo a cada valor
y € imf é associado um unico argumento x € X. A funcdo g: imf — X obtida
pela associagdo inequivoca inversa y — x, ou g(y) = x é a fung¢do inversa ou
o inverso de f e denotada por g = 1. Ora, y é a variavel independente e x a
variavel dependente. Em férmulas, a funcao inversa g é obtida pela permutacgao
das duas variaveis x e y na equacao y = f(x).

Matematicamente, a fun¢io f tem o inverso g = f 1, se g(f(x)) = xe f(g(x)) =

x. Por exemplo, sobre R vale \/Exz) =x = (vx)? para f(x) = x%, g(x) = Vx, e
(2x+1)/2-1/2=x=2(x/2-1/2)+1 para f(x) =2x+1e g(x) =x/2-1/2.

Para desenhar a fun¢ao inversa, poderiamos permutar as designacdes dos dois
eixos. Porém, isto comumente nao se faz. Porém, se o dominio e a imagem
coincidem, o grafico da funcio inversa g = f~! é o espelhamento do grafico
da funcao invertida f na diagonal dos pontos cuja coordenada x ¢ igual a
coordenada jy.

Exemplos. Olhemos uns exemplos de fun¢ées invertiveis. Observamos em
particular que a invertibilidade depende do dominio: Quanto menor o dominio,
tanto mais provavel que a funcao seja invertivel.

» A parabola y = x? ndo é invertivel sobre R, mas s6 sobre Rs( e R (pela

radiciacdo quadratica).

» Afuncdo y = 2x+1 cresce de modo estritamente monétono, em particular,
é invertivel.

* O seno (que mede o comprimento do cateto oposto no circulo unitario)
cresce de modo estritamente mondtono no intervalo [-n/2,1/2]; logo tem
um inverso, o arco-seno neste intervalo.

14



Figura 2: A fun¢ao inversa

* a exponencial exp € invertivel pelo logaritmo log.

Resumimos:

e Toda funcao estritamente monétona (crescente ou decrescente) € inverti-
vel.

* Na inversdo o dominio e imagem trocam os papéis.
* Se o dominio e imagem coincidem, obtemos o grafico da funcdo inversa
pelo espelhamento do grafico da funcao na diagonal y = x.

Algarismos

Um numero real no dia-a-dia é escrito em notacao decimal
aN...ajap,a- ...

com ax, ..., ai, 4o, a-1 ..., em {0,1,...,9}. Isto é, € como soma em poténcias
de 10 e com algarismos 0, ..., 9. Por exemplo,

32134=3-102+2-10+1+3-10"1 +4-1072.

Em vez da base decimal b = 10, existem outras. As mais comuns na informatica
sao

15



* a base bindria b = 2 com os algarismos O e 1, e
* a base hexadecimal b = 16 com os algarismos 0,...,.9e A, B,C,D,EeF
(que correspondem a 10, 11, 12, 13, 14 e 15).

Isto é€,

* no conta-quilémetro binario, o ltimo algarismo retorna a posicao inicial
ap6s dois quilémetros, o pentltimo apés 22 = 4 quilémetros, e assim por
diante,

* no conta-quilémetro hexadecimal, o ultimo algarismo retorna a posicao
inicial ap6s 16 quilémetros, o penultimo apos 162 = 256 quilémetros, e
assim por diante.

Por exemplo,
1101=1-22+1-2240-21+1-2°

A02F =10-16%+0-16%2+2-16 +15 - 16°.

16



1 O que € um problema de aprendizado?

Tradicionalmente, foram introduzidas regras ao computador para ele calcular
as consequéncias.

regras — computador — resultados

No aprendizado de mdquina, sao introduzidos dados ao computador para ele
calcular as regras, detectar as regularidades neles (e, em seguida, calcular as
consequéncias destas regras).

dados — computador — regras  (— computador — resultados)

Com o advento de cada vez maiores volumes de dados e maior poténcia
computacional, o aprendizado de maquina torna-se cada vez mais proveitoso.

1.1 Categorias de Aprendizado

Primeiro destacamos a diferenca entre aprendizado e especificagao para
resolver um problema de classificagao. Com efeito, o aprendizado leva a especi-
ficacdo:

Na especifica¢do, sao introduzidas regras ao computador para ele calcular as
consequéncias. No aprendizado de mdquina, sao introduzidos dados ao computa-
dor para ele especificar as regras (e, em seguida, calcular as consequéncias das
regras).

Recordemo-nos

dados — computador — regras — computador — resultados

Enquanto

* o computador a esquerda aprende as regras, especifica-as,
* o computador a direita aplica-as para calcular os resultados.

17



Exemplo: para distinguir entre valores de moedas pelos seus pesos e tamanhos,
usamos

* a especificagdo se contatamos a cada da moeda e classificamos as moedas
por estas medidas com uma certa margem de erro, e

* 0 aprendizado se derivamos estas medidas com uma certa margem de erro
a partir de um grande conjunto de moedas.

Concluimos:

X
Figura 3: Agrupamento de moedas por peso e tamanho

Se os circulos foram desenhados antes dos pontos, trata-se de especifica¢do. Se
os circulos foram desenhados depois dos pontos, trata-se de aprendizado.

O termo que usamos daqui para diante
* para os dados a partir de que aprenderemos sera a amostra ou os exemplos.
Pensamos

* de cada exemplo como uma entrada, e
* do nosso resultado de aprendizado (tipicamente uma classificagdo) como
saida.
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Aprendizado com Supervisionamento. No aprendizado com supervisiona-
mento, os exemplos sdo classificados. Isto é, temos pares

(entrada, saida)

Por exemplo, duas pastas de e-mails, a primeira do tipo spam, a outra do tipo
ham.

Aprendizado por Reforco. No aprendizado por reforgo, os exemplos da
amostra sado parcialmente avaliados. Isto é, temos pares

(entrada,saida e a sua avaliacao)

Destacamos que, dada uma entrada x, ndo necessariamente todos os pares
(x,9) para todas as possiveis saidas y sdo contidos na amostra.

Exploracao. Quer dizer, ndo sabemos necessariamente qudao boas outras
saidas poderiam ter sido. Por exemplo, ao aprender um jogo de tabuleiro, dado
uma configuragao x do tabuleiro, y serd o lance e a sua avaliagdo a probabilidade
de ganhar o jogo.

Aavaliacao. No aprendizado por reforgo, a avaliagdo é uma fun¢io na entrada
e saida. Por exemplo,

* no jogo Xadrez, a fungdo poderia avaliar a configura¢do do tabuleiro

— pelo namero de pecas de cada um,
— pela a sua centralidade e agilidade;

* no jogo Go, a fun¢do poderia contar

— as pedras e
— as casas controladas por elas;

* no jogo Gamao, simplesmente avaliar uma configura¢cdo como

— neutra se o partido é indeciso,
— positiva (+1), se o partido é ganhado, e
— negativa (—1), se o partido é perdido.
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Aprendizado sem Supervisionamento. No aprendizado sem supervisiona-
mento, os exemplos sdo inclassificados.

Isto é, o otimizador

1. Precisa de criar as possiveis saidas, ou os rétulos, e
2. depois classifica.

O exemplo principal é o clustering, ou agrupamento. Por exemplo, mesmo sem
rotulos, as moedas podem ser agrupadas pelos seus pesos e tamanhos, vide
Figura 3

1.2 Exemplos de Aprendizado Supervisionado

Por exemplo,
* na medicina: Aprender a diagnosticar a partir de

— dados sobre a satide dos pacientes e
— os seus diagnosticos.

* na identificacdo de contetido: Decidir se um e-mail é Spam (= lixo) (ou
Ham [= ndo Spam]) a partir de duas pastas de e-mails,

— uma do tipo Spam e
— a outra do tipo Ham.

O otimizador de aprendizado a ser apresentado, que se baseia unicamente
na frequéncia de palavras-chave lixosas no e-mail, revelou-se mais eficiente
do que todos os outros até entdo criados.

* nas finangas: Decidir, para um suplicante de um crédito, sobre

— a questdo se conseguira pagar as suas dividas ou nao,
— a probabilidade que conseguira pagar as suas dividas,
— sobre a quantia que lhe sera concedida,

a partir

— dos dados financeiros de credores anteriores e
— dos seus desempenhos no pagamento das dividas (quer dizer, faliu
ou cumpriu?).
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* no futebol: decidir se um jogador pertence a selecao nacional a partir das

— capacidades (fisicas) de jogadores da Série Ae
— se foram nomeados.

1.3 Formalizagao

Formalmente, em um problema de aprendizado, temos

e a entrada X,

e asaiday,

* os dados ou a amostra D = {x1,...,xx} (= um conjunto finito em X sobre
o qual a fun¢do alvo é conhecida, isto é, y1 = y(x1), ..., yn = y(¥N) sdo
conhecidos, e

* a funcio alvo (ou fungao de regressio ou classificadora) y: X — Y (= a
funcao 6tima, que sempre acerta, a ser aproximada; chamamo-la também
de funcao divina para exprimir que existe e é aproximavel com certa
probabilidade, mas inatingivel)

* as hipoteses H = {#: X — Y} (= um conjunto de func¢bes que aproximam

) e
* uma medida de erro E: X X X — [0, 0] que mede a diferenca entre os

valores da hipétese e os da funcao alvo, e
* um algoritmo (ou otimizador) A que escolhe uma funcao 4 em H que
aproxima” y “o melhor”, em particular, minimiza E sobre D.

Enfatizamos que

 a entrada, a saida, a amostra e a funcao alvo sao dadas,
* as hipéteses e o otimizador sao escolhidos pelo programador.

As hipéteses e o otimizador sdo chamados o Método de Aprendizado.

Observag¢do. Mais adiante, a funcao alvo, em vez de ser uma funcao determi-
nista y: X — Y, sera uma varidvel aleatéria, isto é, intuitivamente, para cada
argumento x, em vez de devolver

* um #nico valor y,
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devolve

* ou para cada valor y) uma probabilidade P(y = y9) (quando Y é discreto,
por exemplo, binario, finito ou N),

* ou para cada intervalo de valores [y’,»”] uma probabilidade
P(y em [y’,»”]) (quando Y é continuo, por exemplo, um intervalo
[a,b], a reta R, ou o plano R X R).

(Em linguagem matematica, cada possivel valor y = yy constitui um evento cuja
probabilidade P(y = yo) é medida pela distribui¢ao, ou medida de probabilidade,
P.)

Porém, os valores y1, ..., yn para os dados x1, ...., XNy continuam ser determi-
nistas. O otimizador tem de deduzir as probabilidades dos valores pelas suas
frequéncias na amostra. Uma tal fun¢ao divina aleatéria é chamada de uma
funcao com ruido.

1.4 Formalizagao dos Exemplos

Nos exemplo

* do diagnéstico, temos

— X = énuplas de atributos médicos (= os de um paciente)
— Y = doencas
— D = diagnésticos histéricos

da classificacao de e-mails em Spam ou Ham, temos

— X = énuplas do nimero de ocorréncias de palavras (= os de um
e-mail)

— Y = Sim ou Nao

— D = e-mails recebidos e suas classificaces como Spam ou Ham

da questao se um devedor podera pagar as suas dividas ou nao, temos

— X = énuplas de atributos financeiros (= os de um e-mail)
— Y = Sim ou Nao
— D = histéricos de créditos concedidos

* da composicdo da selecao nacional, temos
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— X = énuplas de capacidades (= as de um jogador)
— Y = Sim ou Nao
— D = sele¢bes anteriores.

Observamos que os tltimos trés exemplos, a classificacdo de e-mails, de credores
e de jogadores, sdo exemplos de uma classificagdo binaria, isto é, a saida ¢
binéria.

Enquanto as énuplas na classificacdo de e-mails tém muitos entradas (ja que
existem muitas palavras), a dimensao dos outros dois exemplos é menor e

poderemos dar uma interpretacdo geométrica. Em mais detalhes, olhamos, por
exemplo

* a avaliacdo da solvéncia de um possivel devedor por um banco. A entrada
X aqui sdo os dados financeiros de um cliente, por exemplo

idade

salario

haveres
dividas

* a avaliacdo da aptidao de um jogador para a selecao nacional. A entrada
X aqui sdo os dados fisicos do jogador, por exemplo a velocidade

— do chute, e

— do jogador

1.5 Pontuacao

Nestes dois exemplos, da discriminacdo entre credores e jogadores aptos,

* a entrada pode ser interpretada como énupla de nimeros reais, e
* a saida é binaria: Sim e Nao.

Neste caso, podemos dar uma pontua¢do ao possivel devedor ou ao jogador
relativo aos seus atributos financeiros ou fisicos. Mais explicitamente, avaliar
as suas importdncias (ou pesos) e somar os atributos (features) pesados. Se esta
soma é suficientemente alto, quer dizer, em cima de um certo limiar, aceitamos
o devedor ou jogador.

Por exemplo,
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* para certo Neymar, a velocidade

— do chute é 100 km por hora, e
— do jogador é 40 km por hora;

* para certo Roberto Carlos, a velocidade do

— do chute é 200 km por hora, e
— do jogador é 20 km por hora;

* para certo Frederico, a velocidade do

— do chute é 100 km por hora, e
— do jogador é 20 km por hora

Por exemplo, poderiamos dar,

* peso 10 & velocidade do jogador, e
* peso 1 a velocidade do chute.

Obtemos,

» para Neymar a pontuacdo 1-100+10 - 40 = 500
* para Roberto Carlos a pontuacdo 1 -200 + 10 - 20 = 400
* para Frederico a pontuagao -100 + 10 - 20 = 300

Se Neymar e Roberto Carlo estdo na selecdo nacional, mas Frederico nao,
entdo, por exemplo, um limiar de 320 modela isto.

Geometricamente, - os dois atributos de um jogador correspondem a um ponto
no plano cartesiano, e - os pesos e o limiar a uma reta que separa entre os
jogadores na selecdo nacional e o resto.

Aplicaremos em Seccdo 4.1 o método geométrico do otimizador Perceptron,
ou, um nome mais expressivo, Discriminador Linear que busca (ou aprendre)
esta reta.

Observamos que estes pesos separam perfeitamente para a nossa amostra,
mas provavelmente, estes mesmos pesos falham com outra. Por exemplo, os
pesos obtidos pela selecao pelo Filipao (em 2006) sdo bem diferentes dos pelo
Tite (em 2018). Isto toca a questao do aprendizado discutida em Seccao 2:
Quando podemos dizer que a amostra é tipica e nos levou a uma boa escolha
dos pesos?
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2 O que é aprendizado?
Recordemo-nos de que formalmente, em um problema de aprendizado (com
supervisionamento), temos os dados, isto é,

¢ a entrada X
e asaidayY

a amostra D = {x1,...,xn} (= um conjunto finito em X sobre o qual a fun¢do
alvo é conhecida, isto é, y1 = y(x1), ..., yn = y(¥n) sdo conhecidos, e

* a fungdo alvo (ou divina) y: X — Y (= a fungdo otima, que sempre
acerta, a ser aproximada)

e o método, isto €,

* as hipoteses H = {#: X — Y} (= um conjunto de funcdes que aproximam

), e
* um algoritmo A que escolhe uma func¢io 4 em H que aproxima” y (e em
particular D) o mais possivel.

2.1 Erro

A escolha da proximidade, ou melhor, da distdncia mais apropriada do erro, isto
é, entre os valores da hipétese /4 e da funcdo divina y, depende, entre outros,
da saida Y.

O que significa a mais proxima de y?. Esta escolha faz parte da definicao
do algoritmo A: Por exemplo,

e quando Y = {£1} ¢ binaria, isto ¢, existem os dois erros £(x) = 1, mas
y(x) = —1 e vice versa A(x) = -1, mas y(x) =1,

— podemos atribuir a cada erro a mesma importancia, isto é, definir a
distancia pelo numero de erros

Ep(h) = #{erros}, ou
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— podemos distinguir entre as gravidades w e v dos erros (por exemplo,
quando pensamos na dete¢do de uma doenca grave e contagiosa
como HIV, é menos grave detetar a toa, um falso positivo w, do que
deixa-la passar impercebida, v), isto é, definir o erro por

Ep (%) = w-#{erros do primeiro tipo}+v-#{erros do segundo tipo}.

* quando Y = R, gostariamos de tomar em conta o tamanho da diferenca
h(x) — y(x) em cada ponto x; usualmente, usa se a diferenca quadratica a
este fim, isto é

Ep(h) = [A(x1) = y(x1)]* +- - + [R(xn) = y(a0)]°.
O programador determina

o as hipéteses H={h: X — Y}, e
¢ a medida do erro na amostra Ep, e

em seguida
* o0 algoritmo A que busca a hipotese £ que minimize Ep(4).

Porém, isto nao quer dizer que /£ minimize o erro fora da amostra, isto é, se
aproxime da fun¢ao divina em todo lugar. Esta proximidade depende da escolha
justa de H e Ep.

Formalismo. Sera a fung¢do de custo que capta todas as possiveis medidas de
erro neste manuscrito. Quando a saida é binaria, e as importancias dos dois
erros

e f(x) =1, mas y(x) = —1 e, vice versa,

e f(x) =-1, mas y(x) =1,

sao iguais, basta contar os pontos em que f erra (isto é, difere de y)

Ep(f) :=P({x € D tal que f(x) # y(x)})
isto é,
Ep(f) = #{ os pontos x em D em que f(x) # y(x)}/N,

Porém, em geral precisamos de uma abordagem mais geral a avaliacido da
proximidade de f a func¢ao divina y:
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* para uma saida binaria Y = {+1}, isto é, os dois erros f(x) = 1, mas
y(x) = -1 e, vice versa, f(x) = —1, mas y(x) = 1, queremos distinguir
entre as gravidades w e v dos erros, ou

» para Y = R, queremos tomar em conta o tamanho da diferenca f (x)—y(x)
em cada ponto x

A este fim, introduzimos a fun¢do de custo ¢: Y XY — [0,00[ tal que

Ep(f) = e(f(x1).p(x1)) + -+ e(f (xn),p(21)).

A fungdo de custo faz parte do algoritmo; isto é, a sua apropriada escolha é sob a
responsabilidade do programador do algoritmo.

Por exemplo,
* Quando Y = {+1}, sim ou ndo, e queremos tomar em conta que o erro

- que f(x) =1 mas y(x) = —1 é muito mais grave
- que f(x) =-1, mas y(x) = 1.

Por exemplo, é muito mais grave um leitor de dedo num caixa eletronico

— aceitar uma impressao digital erroneamente como a dono do cartdo
de crédito

do que
— rejeitar erroneamente a do dono.

Por exemplo, se o primeiro erro é 1000 vezes mais grave, isto &,

Fx)\yx) 1 -1

1 0 1000
-1 1 0

obtemos

Ep(4)
=1000-Pp(f(x) =1ey(x) =-1)+1-Pp(f(x) =-1eyp(x) =1).
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Isto é, a funcao de custo

e(f(%).y(x)):{(-1,-1),(1.1),(-1.1),(1,-D} - R
é dada por (1,-1) — 1000, (-1,1) — 1 (e 0 alhures).

Quando Y = R, e queremos tomar em conta a distancia entre f(x) e y(x),
a escolha mais comum é o valor médio da diferenca quadrdtica,

Ep(f) = Ep[(f - )]
= [(f (x1) = y(x1))* + - + (f (x1) = y(x1))*]/N

isto &, e(f(x),y(x)) := [f(x) — y(x)]%. Usa-se, por exemplo, na regressio
linear. Observamos

— que o quadrado - (em vez do valor absoluto | - | ) penaliza poucos
pontos muito distantes mais do que muitos pontos pouco distantes;
por exemplo, 1 erro de uma distancia de 3 mais do que 3 erros de
uma distancia de 1;

— que se Y = {1}, entdo [f(x) — y(x)]®> = 1 se e tdo-somente se
f(x) # y(x). Isto é, a funcdo de custo para funcoes reais generaliza
a funcao de custo de contagem (isto é, que conta os erros) de para
func¢bes cujos valores sdo binarias.

Quando Y = [0,1], isto é, y é uma (media de) probabilidade, a melhor
escolha para a hipotese P = f (parametrizada por certos parametros
como a média e a varidncia da probabilidade) a partir da amostra D e os
resultados y(D) é, segundo o principio da mdxima verossimilhanca, aquela
escolha que maximiza a probabilidade P(y(D) | D) da observagao dos
valores y(D) dada a amostra D. Isto é,

Ep(f) =P(»(D) | D)

Para (x1,91), ..., (xn,yn) independente e identicamente distribuidos,
apos aplicacdo do logaritmo (ao negativo), queremos minimizar o erro
logaritmico (a verossimilhanca logaritmica, ou log-likelihood em inglés)

Ep(f) = —[logP(y1|x1) + - - - +log POyn[an) /N

Isto é, a funcdo de custo para cada exemplo é

e(f,y)(x) = —log(Py(x)|x).
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e Como estamos mais interessados em minimizar o erro do que no seu
valor exato, podemos aplicar uma funcao monétona m ao estimador do
erro e, por exemplo, como acima, o logaritmo log (para diminuir valores
muito grandes). Isto é, como m é monoétona, a composi¢ao m o e é minima
se e tao-somente se ¢ ¢ minimo.

2.2 Provavelmente Aproximadamente Correto

O que significa aprendizado?. Isto é, qual é o nosso alvo no aprendizado
de maquina?

Segundo o principio PAC (Provavelmente Aproximadamente Correto) é, en-
contrar um algoritmo que consegue a partir de quase qualquer amostra (isto
€, Provavelmente) encontrar uma funcao que quase sempre acerta (isto é, que é
Aproximadamente Correta):

Uma hipoétese mostra bom aprendizado se tira as conclusdes certas a partir de
uma amostra; isto €, mais importante do que acertar na amostra D é acertar
na entrada inteira X:

Seja, por exemplo, a saida Y = {+1} bindria, isto é, um problema de classificacao
binaria. Dada a amostra D = {x1,...,xx} e uma funcdo f, podemos calcular o
erro especifico por

Ep(f) :=P({x € D tal que f(x) # y(x)})
= #{ os pontos x em D em que f(x) # y(x)}/N,

isto é, a probabilidade que f erre sobre D. (Em Abu-Mostafa, Magdon-Ismail,
e Lin (2012), denotado por E;, para significar dentro da amostra.) Por exemplo,
o algoritmo Perceptron, se termina, consegue Ep(f (D)) = 0.

Mas, como y é desconhecida, ndo sabemos o erro geral,

Ex(f) = P({x € X tal que f(x) # y(x)}),

isto é, a probabilidade que f erre sobre X. (Em Abu-Mostafa, Magdon-Ismail,
e Lin (2012), denotado por Eyy para significar fora da amostra.)

Veremos quando podemos minimizar esta probabilidade de erro. Porém, de-
pende sempre da amostra, que pode ser atipica e levar mesmo um bom algoritmo
a escolha de uma hipétese que tira conclusdes erradas. Isto é, o algoritmo pode
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s6 acertar com certa probabilidade na escolha de uma hipétese proxima (a
funcao divina); isto é, é provavelmente aproximadamente correto.

Formalismo. Dada a amostra D = {x3,...,xx} e uma func¢do f, podemos
calcular o erro especifico,

Ep(f)

isto é, a probabilidade que f erre sobre D. (Em Abu-Mostafa, Magdon-Ismail,
e Lin (2012), denotado por E;, para significar dentro da amostra.) Por exemplo,
o algoritmo Perceptron, se termina, consegue Ep(f (D)) = 0.

Mas, como y é desconhecida, ndo sabemos o erro geral (ou erro de generaliza-
¢do),

Ex(f)

isto é, a probabilidade que f erre sobre X. (Em Abu-Mostafa, Magdon-Ismail,
e Lin (2012), denotado por Eyy para significar fora da amostra.)

Se, por exemplo,

e X=1{1,2,3,...,8} e Y = {1} (classificacao binaria), e
* D tem 5 pontos,

qualquer funcdo que coincide em D com y é uma possivel solu¢do; sobram
3 valores a definir. Qual destas #Y® = 23 extensdes dos 5 aos 8 pontos é a
mais proxima da fung¢ao alvo? Nao ha resposta definitiva, mas provavelmente
aproximadamente correta:

O problema é apreensivel por PAC ( = Provavelmente Aproximadamente
Correto) se existe um algoritmo A que calcula para qualquer amostra D =
{*1,....,4n} uma hipoétese £ = #(D) em H que seja provavelmente aproximada-
mente correta, isto é:

Para todo (erro) € > 0 e (toda difidéncia) & > 0 e para toda distribuicao (=
medida de probabilidade) P, existe um N tal que para toda amostra D com
pelo menos N exemplos independente e identicamente distribuidos

P(Ex(A(D)) <€) >1-35.

Para o algoritmo A ser eficientemente computavel, é mais exatamente requerido
que N > P(1/€,1/6) para um polinémio P, chamado de complexidade de amostra
do algoritmo A.
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Recordemo-nos de que

* a integral Ex(4(D)) = /X ¢(h(D),y)dP mede o erro geral entre (D) e y
(< € = Aproximadamente Correto), e

* a probabilidade P(Ex(#(D)) < €) mede o conjunto (em X X --- X X) em
que a énupla D = (x1,...,xx) implica uma escolha #(D) pelo algoritmo A
que é proxima de y, isto é, tal que o erro Ex(%#(D)) < €; como é > 1 -9,
é, em palavras, (altamente) provavel.

Isto é, provavelmente a amostra leva a uma hipétese aproximadamente
correta. Quer dizer, se a amostra é suficientemente tipica (o que vale com uma
probabilidade > 1 - §, isto é, provavelmente), entdo a probabilidade do erro
é pequena, < ¢, isto é, a funcdo é aproximadamente correto.

Em Seccdo 3, dados € e § > 0, calcularemos para uns problemas de aprendizado
o tamanho N da amostra D que garante que

P(Ex(A(D)) <€) > 1- 6.

2.3 Treinar e Testar

Como saber se um método aprende bem, isto ¢, se a hipdtese £ escolhida pelo
algoritmo A a partir de D tem um erro geral Ex/ pequeno?

Holdout. Na pratica, uma abordagem é o holdout, isto é, ndo usar toda
a amostra D para a computacdo da melhor escolha 4 por A, mas divide
aleatoriamente D em dois subconjuntos D’ e D”, por exemplo, 2/3 dos exemplos
em D’ e 1/3 dos exemplos em D” para

* usar o conjunto D’ como amostra para a computacao da melhor hipétese
h, o conjunto de treinamento, e
* usar o conjunto D” para verificar a hipotese %, o conjunto de teste.

No treinamento, minimizamos Ep/ (%) (sobre todas as hipéteses £). No teste,
verificamos que Ep~ (%) é pequeno.

Se a saida é finita, Y = {1,2,...,n}, entdo o erro de teste Ep~ (%) é visualizado
por uma matriz de confus@o, por exemplo, para n = 3 com 10 exemplos de cada
tipo 1, 2 e 3,
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h(x)\y(x) 1 2 3
1 7 2 1
2 1 8 1
3 1 0 9

onde

* as casas na diagonal indica o ntimero de exemplos que foram acertados e
* as outras o numero dos que foram confundidos.

Random Subsampling. Se o alvo do programador, em vez de encontrar
pelo algoritmo a melhor hipétese a partir de uns exemplos (e em seguida me-
dir o erro da hipétese para outros exemplos), é medir a média dos erros das
hipéteses encontradas pelo algoritmo (isto é, em vez de medir a acuraria da
hipétese, medir a acuraria do algoritmo), entdo se aplica, em vez do holdout,
o random subsampling que varia o conjunto de teste: Divide D em, no minimo,
trés subconjuntos D', D” e D" e

* usa D’ como conjunto de teste (e D” UD"’ como conjunto de treinamento),

* usa D” como conjunto de teste (e D’UD"’ como conjunto de treinamento),
e

* usa D"’ como conjunto de teste (e D’UD” como conjunto de treinamento).

O nosso método. Neste manuscrito, porém, s treinamos, e ndo testamos:
Confiaremos em que o método, isto é, as escolhas

e de H,
¢ da medida de erro E, e
* do algoritmo A

sdo suficientemente apropriadas para o problema de aprendizado aprenda bem,
isto é, que a minimizacdo do erro da amostra Ep/ (entre todas as 4 em H)
garante um erro geral Ex/ suficientemente pequeno (sem avaliar ET/ para um
conjunto de teste T diferente de D).
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3 Quao bem aprendemos?

O que é aprendizado? Afinal, queremos encontrar a partir de uma amostra, uns
exemplos (por exemplo, clientes antigos de um banco) uma funcao simples, a
hipétese, que prediz os valores em que nos interessamos (por exemplo, a quantia
de um crédito) para outras entradas (isto é, futuros clientes).

Para o algoritmo acertar, quer dizer, fazer provavelmente um erro pequeno,
precisamos muitos exemplos, clientes antigos. Nesta Secao descobrimos

e para quais problemas o algoritmo consegue provavelmente acertar, e
* caso consiga, quantos exemplos precisa para isto.

Para isto, usamos uma estimativa geral, a desigualdade de Hoeffding (estatistico
finlandés) que inicialmente s6 se aplicou para um ntimero finito de hipéteses.
Infelizmente, na pratica o numero de hipoteses é infinito. Por exemplo, no
Perceptron no plano, as hipoteses sdo todas as retas.

Por isso, restringimos as hipoéteses da entrada inteira infinita X a amostra
finita D. Por exemplo, no Perceptron, restringimos aos valores das retas sobre
N pontos no plano. Vimos que ja para N = 4, tem valores de pontos que
nenhuma reta consegue reproduzir, quer dizer, nio existe reta que os separe,
por exemplo:

Quando um tal nimero como N = 4 existe em que as hipéteses sdo insuficientes
para reproduzir uma classificacdo da amostra, diremos que a dimensdo (de Vapnik-
Chervonenkis) d das hipéteses é finita. Neste caso, podemos, para qualquer erro
€ e para qualquer confianca §, por exemplo, € = 0,1 e § = 0,1, garantir que a
hipétese escolhida pelo algoritmo a partir de uma amostra com N exemplos
faca um erro < € = 0,1 com uma probabilidade de 1 — & = 90%.

O resultado teérico é muito folgado, pois muito geral: Na teoria, N = 10.000d,
na pratica N = 10d. Por exemplo, para o Perceptron no plano, d = 3.
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3.1 Defeito

Dada a amostra D = {x1,...,#y} com os seus valores {y1,...,yN} e uma hipétese
h, podemos calcular o seu erro especifico,

Ep(h);

contudo, como y é desconhecida, ndo o seu erro geral,

Ex(h),

cuja minimizacdo é o alvo final. Para aproxima-lo, introduzamos o defeito
Aph := Ex(h) — Ep(%)

que quantifica quao bem o algoritmo aprende, tira conclusdes gerais certas
a partir da amostra D: Para limitar Ex (%), precisamos, pela desigualdade
triangular

[Ex(2)| < |Apk| + [Ep(A)],

de limitar

|Apk| e |Ep(h)].

Isto é, a viabilidade de aprender corresponde a viabilidade de minimizar

e 0 defeito Aph, e
* o erro especifico Ep(#4).

Para simplificar a exposicao, seja daqui em diante Y = {+1}, problema de
classificacao binaria, e o erro

Ep(h) = P(h # y) = #{x em D tais que A(x) # y(x)}/#D

dado pela probabilidade de errar.

3.2 Desigualdade de Hoeffding

Teorema. Dada uma fungdo 4: X — Y, um limiar de erro € > 0 e um namero
de exemplos N, a desigualdade de Hoeffding estima a probabilidade do
defeito ser > € por

P(|Aph| > €) < 2e72€N,
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Isto é, dada uma hipétese £: X — Y, sabemos limitar a probabilidade do
evento
{Dem X x---xX tal que |Apk| < €}.

de uma amostra D = (x1,...,xNn) atipica, isto é, em que o erro de 4 difira do erro
geral de £ por mais de €, por um grande nimero de exemplos N.

Num problema de aprendizado, dada uma fung¢io /£: X — Y, um limiar de erro
€ > 0 e um namero de exemplos N, queremos limitar o risco

P(Exh(D) > ¢)

que uma amostra D leva o algoritmo a uma hipotese £(D) errada, isto é, com
ExAh(D) > €. Como

P(Exk(D) > €) = P(Eph(D) + Aph(D) > ¢);

e como Ep/(D) é conhecido, queremos limitar P(|Apks(D)| > €), isto é, a
probabilidade do evento

{Dem XX ---xXtal que |Apa(D)| > e} (%)

de uma amostra D = (x1,...,xN) atipica, isto é, em que o erro de 4(D) difira do
erro geral de 4(D) por mais de €.

Para estimar P(|Ap/i(D)| > €) pela aplicagao da desigualdade de Hoeffding,
observamos que

* no evento da desigualdade de Hoeffding, a funcao é fixa, independente
de D, enquanto
* no evento (), a funcao varia com D!

Em geral, sem conhecimento do algoritmo que escolhe #(D) a partir de D, s6
podemos limitar a probabilidade de |[Ap/(D)| > € para £(D) pela probabilidade
que |Ap/| > € para uma £ em H. Isto é, que exista # em H com |[Ap/| > €; em
formulas

{Dem X x---xX tal que |Aph(D)| > €}

c U {Dem X X ---x X tal que |Apk(D)| > €}.
hem H

Se H = {hy,...,\} é finito, entdo

P(IAn(A(D))] > €) < P(IAp (k)] > €) + -+ P(1Ap ()| > €) < M- 2e7N,
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onde, na ultima desigualdade, como 4y, ..., iy ndo variam com D, aplicamos
a cada um dos M parcelas a mesma desigualdade de Hoeffding, obtendo na
soma o fator M.

Observacao. Quanto maior #H = M, tanto mais facilmente o algoritmo conse-
gue diminuir

P(|[Ep(2(D))| > e),

mas, também, tanto maior o limite da desigualdade
P(|Ap(A(D))| > €) < M- 2e72¢'N,

Nao ha saida deste dilema entre o erro geral e o erro especifico, s6 podemos
procurar um equilibrio entre os dois.

3.3 A dimensao de Vapnik-Chervonenkis

Recordemo-nos de que para uma hipédtese #: X — Y e uma amostra D, é a
diferenca, o defeito
Aph = Ep(h) — Ex(h),

a diferenca entre

* 0 erro especifico Ep(h) (sobre a amostra D) e
* 0 erro geral Ex(h) (sobre X).

quantifica quao bem o algoritmo aprende, acerta as conclusées gerais a partir
de exemplos. Logo, num problema de aprendizado, dada € > 0, queremos
limitar a probabilidade

P(|Api(D)| > €)

para a hipétese £(D) em H que € escolhida a partir de D pelo algoritmo A; em
particular, que varia com D. Como A é desconhecido, logo %(D), precisamos
de limitar o supremo de todas as hipoteses

P(|Apkh(D)| > €) < P(sup{|Ap(%)| : A em H} > €).
Observamos

{D: sup{|Aph| : h em H} > e} = | | {D:|Aph| > €}.
h em H



Por isso, se H = {41, ...} € finito, esta probabilidade pode ser estimada, da
maneira mais grossa, por

P(|Aph(D)| > €) < P( U {D:|Aph| > €}) < M - 9e-2€2#D
hem H

Porém, para H infinito, precisamos de uma maneira mais fina para estimar
P(|ApAi(D)| > €) que toma em conta as grandes intersecoes dos conjuntos
{D : |Aphk| > €} para as & em H que diferem pouco.

Vamos agora conhecer a “dimensdo” do conjunto de hipéteses H, que permite
limitar o defeito para H infinito.

O numero efetivo de hipoteses sobre uma amostra. Para limitar a proba-
bilidade de um alto defeito,

* em vez do numero total #H infinito de hipoéteses, isto €, como funcdes
sobre X inteiro,

* estudamos o crescimento o ntimero finito #H(D) das suas restricoes a
amostras D (conjuntos finitos em X) crescentes.

Definigao: O conjunto das restricdes a D das hipéteses & em H, as dicotomias
geradas por H, é denotado por

H(D) :={hp : h € H}
A fungao de crescimento my para H (sobre N) é definida por

mi(N) := max{#H(D) : D uma amostra em X com #D = N}.

Se #D = N, entiao
#H(D) < #Y --- #Y = 2N

onde os fatores #Y, ..., #Y correspondem aos dois possiveis valores {+1} de
X1, ..., xN; logo,
mu(N) < 2N,

Observamos nos exemplos seguintes de my para H diferentes que

* 0 seu valor maximo my(N) = 2N ¢ frequentemente s6 alcangado para
argumentos pequenos N=1,23,..., e
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* quanto maior o nimero dos pardmetros que definem H, tanto mais argu-
mentos (pequenos sucessivos) alcancam este maximo:

Exemplos:

* Seja X = R X R o plano e H o conjunto das hipo6teses do Perceptron.
Observamos que my(3) = 8 é maximo, mas para N = 4 ha para qualquer
amostra D uma dicotomia D — {+1} que nao pode ser gerada por H.
Isto é, sempre podemos rotular quatro pontos no plano tal que eles nao
sejam linearmente separaveis. (Isto é, o Perceptron nao termina.)
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Figura 4: Quatro pontos linearmente inseparaveis

Com efeito, myg(4) = 14.

e Para X = R e H := {h = signal(- — a) : a € R}, temos mg(N) = N+ 1:
como N pontos cindem a reta em N + 1 segmentos, ha N +1 escolhas para
a relativo a estes segmentos.

e Para X=ReH:={h=1[ab]:abecR}coml[ab](x) =1 sex esta no
intervalo [a,b] (e = —1 caso contrario), temos my(N) = N(N+1)/2 +1:
Como N pontos cindem a reta em N + 1 regides, ha

— a escolha que o intervalo esta inteiramente incluso em um destes
segmentos, e



— mais N + 1 escolhas para a primeira extremidade e N escolhas
sobrantes para a segunda extremidade do intervalo, sem importar a
ordem cronoldgica da escolha das extremidades; isto é, N(N +1)/2
escolhas.

* Seja X =R X R o plano e H a familia dada pelos conjuntos convexos (isto
é, para cada dois pontos no conjunto, também o segmento entre eles fica
no conjunto) em X, isto é, 4#(x) = 1 se x estd no conjunto convexo que
corresponde a /. Para mostrar que my(N) € maximo, olhamos a amostra
D dada por N pontos na borda de um circulo. Para qualquer dicotomia,
conecta todos os pontos do tipo +1 por um poligono convexo (assim que
todos os pontos do tipo —1 estdo fora dele).

Se mi(N) = 2N, isto &, se existe uma amostra D tal que #H(D) = 2N, dizemos
que H estilhag¢a D. Caso contrario, se my (k) < 2k isto é, se nenhuma amostra
de cardinalidade £ pode ser estilhacada por H, o ntimero natural £ é um ponto
de interrupg¢do para H.

Exemplos: Nos exemplos acima, o menor ponto de interrupgao é ky = 4,2,3 e
co. Para obter £y, usa-se uma rotulagem (= dicotomia) sobre os pontos que é
inestilhacavel, isto é, ndo pode provir de uma hipétese.

Definicao: A dimensdo de Vapnik-Chervonenkis é
dvc(H) := max{N tal que my(N) = oNy

e dyc(H) := oo caso my(N) = 2N para todos os N. Isto ¢, dyc(H) = ko — 1 para
ko o menor ponto de interrupcao para H.

Para calcular dyc(H), limitamos dyc(H) abaixo e acima: Por defini¢ao,
dvc(H) > N &= uma amostra D com #D = N ¢ estilhacada por H,
ou, equivalentemente, em contra-posi¢ao,

dvc(H) < N <= nenhuma amostra D com #D = N ¢é estilhacada por H.

Exemplo: Para o Perceptron sobre X = {1} x R, temos dyc(H) = d + 1. Por
exemplo, para d = 2, temos dyc(H) = 3. Em geral, como heuristica, dyc(H) é
proporcional ao nimero dos parimetros que definem as fun¢des em H.
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Cota do nimero efetivo de hipoteses sobre uma amostra. Dada uma
amostra D com N elementos, € > 0, recordemo-nos da desigualdade de Hoeff-
ding, para um conjunto de hipéteses finito de cardinalidade #H = M,

P(|Ap(A(D))| < €) > 1-2M - 27N,
Logo, com & = 2M - 2_N2€2, resolvendo para €, obtemos
P(|Ap(R(D))| < [(1/2N) - log(2M/8)]Y?) > 1 - 6.

Para H infinito, queremos substituir M pelo numero my(N) (que depende de
N) e limita-lo. Revela-se

* que a féormula de Hoeffding precisa de uma leve modificacdo para esta
substituicao valer,

* que, se ha um ponto de interrup¢ao, entao my(N) pode ser limitado por
um polinémio em N.

Teorema(Lema de Sauer): Se ha £ em N tal que my (k) < 2k entdo
mg(N) <1+N+N(N-1)/2+---+N(N-1)--- (N-k+2)/(k - 1)!

para todos os N.

Em particular, para d = dyc(H) a dimensao de Vapnik-Chervonenkis,
mg(N) <1+N+N(N-1)/2+---+N(N-1)---(N-d+1)/d!

para todos os N. Isto é, my(N) é limitado por um polinémio de grau d.

Corolario. Se d = dyc(H) < o0, entao

mr(N) < N? +1

Demonstragao: Por inducao em d.
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Cota de erro. Teorema(Cota de Generalizacdo de VC = o mais importante
resultado matematico na teoria de aprendizado): Para & > 0,

P(|Ap (k)| < [(8/N) log(4mu(2N)/5)]*%) =1 - 8.

Corolario: Se d = dyc(H) < oo, entdo para qualquer € e § > 0 existe N tal que,
para toda amostra D com #D > N,
P(|Ap(#)| <€) >1-56.

Mais exatamente, para todo N com

N > 8/e?log([4(2N)? +1]/5).

Demonstragao: Se dyc(H) < oo, entdo pelo Lema de Sauer,
mr(N) < N? +1

Como log(x)/x — 0, logo log(p(x))/x — 0 para qualquer polinémio p(x),
obtemos
[(8/N) log(4mH(2N)/8)]1/2 — 0 para N — oo.

Mais exatamente, podemos resolver
[(8/N) log(4my (2N)/8)]1/? < €

para N, obtendo a desigualdade para N acima.

Vemos que
[(8/N) log(4m(2N)/8)]? = 0  para N — oo.

exatamente porque myg(2N) é polinomial, e ndo exponencial, 9N Neste caso,
valeria log(QN) = ¢ - N; em particular, ndo converge a 0.

Observacao. Porém, a desigualdade
N > 8/€?log([4(2N)? +1]/5)

é implicita, isto é, N aparece ao lado direto. Por isso, N precisa de ser aproxi-
mado iterativamente: Se Ny < f(Np), onde f(Ny) denote o lado direito, entao
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o crescimento monétono da fungdo f permite aproximar o minimo N tal que
N > f(N) pelos valores f(Ny), f(f(No)), ...

Por exemplo, para d = 3, uma confidéncia 6 = 0,1 e erro € = 0,1, uma escolha
N = 10000 leva a um valor no lado direto de N = 21193. Esta iteracdo converge
rapido a um valor de N ~ 30000. Semelhantemente, para d = 4 e d = 5,
obtém-se N ~ 40000 e N = 50000.

Isto é, o nimero de exemplos requerido é proporcional a dimensdo de Vapnik-
Chervonenkis com um fator de 10000. Na pratica, um fator de 10 revelou-se
suficiente (vide Deep Learning para um método de aprendizado que funciona
bem na prética mas desafia o quadro tedrico de Vapnik-Chervonenkis).

Contudo, apesar da cota demasiada ampla, as estimativas obtidas por Vapnik-
Chervonenkis sao

* as unicas que funcionam em geral, e outras abordagens gerais nao levaram
a melhores resultados, e
* ja expoem fenomenos gerais como a proporcionalidade entre

— o numero de exemplos necessarios para obter uma hipétese prova-
velmente aproximadamente correta, e
— o numero de parametros que definem as hipoteses, isto €, dyc.
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4 Hipoteses Lineares

Muitos problemas de aprendizado podem ser resolvidos por hipéteses que sdao

funcodes lineares. Para trés saidas diferentes,

* a saida binaria, Y = {£1}
e a saida ilimitada, Y =R, e
* a saida probabilista, Y = [0,1]

vamos explicar trés algoritmos que escolhem entre tais hipoteses:

* 0 Perceptron ou Discriminador Linear,
* a Regressao Linear, e
* a Regressao Logistica.

Por exemplo, um banco pergunta-se sobre um cliente:

* se ele deve receber um crédito (sim ou niao)?
* qual é a quantia do crédito (um nimero real)?
* quao provavel é que ele quite as contas (uma probabilidade) ?

Recordemo-nos de que em um problema de aprendizado, temos um algoritmo
A que escolhe em fungdo da amostra D a melhor hipétese 2 em H. A melhor
hipotese quer dizer a hipotese que é mais proxima da fungdo divina y. A

proximidade de h mede-se pela fungao de erro geral Ex (%), o erro sobre X. Como

9 € s6 conhecida sobre D (mas nao sobre X), podemos s6 aproxima-lo pelo

erro especifico Ep(h) sobre a amostra D.

Em todos os algoritmos lineares que serao apresentados,

* cada hipétese & corresponde a um vetor de pesos w em R X - - - X R, mais

exatamente

h=ho(w")
para uma funcdo 4p: R — R que

— é ho = sinal, o sinal, no Perceptron,
— € hyp = id, a identidade, na Regressdo Linear, e
- éh

* 0 erro especifico Ep(w) é uma soma finita nos valores w!x1,

sobre a amostra D = {xq,...,4n}.
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Em todos os algoritmos lineares que serdo apresentados, contentamo-nos com

um algoritmo A que para cada D escolhe o w que minimize esta soma finita

Ep(w) nos valores wlxy, ..., whan.

Frequentemente, acrescentamos uma coordenada constante a X, isto é, X =
{1} x R X --- X R como artificio para aumentar a dimensao de H e preservar
a dimensao de X. Isto permite dispensar de um parametro constante nos
algoritmos, isto é, em vez de

(xl,...,xd) = W+ wiX1+ -+ WwWeXxy,
basta-nos considerar
(X1,..,%7) > w1X1 + - - + Wixy,

pelo acréscimo de uma entrada xp = 1.

41 Perceptron (ou Discriminador Linear)

Formalizemos a questdo de como decidir se um cliente consegue quitar um
crédito a partir dos seus atributos (features) por comparacao com as quitacoes
histéricas.

A ideia é pontuar o cliente, e conceder o crédito caso a pontuacgao foi suficien-
temente alta. Isto é, dar pontos aos clientes de um banco em relaciao aos seus
atributos financeiros, por exemplo, o seu salario e os seus bens. Se a pontuacdo
é suficientemente alta, o crédito lhe é concedia.

A questao surge como ponderar os atributos dos clientes, quais pesos dar aos
seus atributos, e onde localizar o limiar a partir de que sera aceito?

O algoritmo que busca estes pesos chama-se Perceptron: Mais abstratamente,
se o problema de aprendizado é uma classificagdo bindria, isto é

e X=Rx---xXR, e
. Y = {21},

podemos aplicar o método de aprendizado do Perceptron, em que

e H={h(x) =sinal(wix1 + - - +wgxg —b) : w1,...,wy,b em R}
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com sinal(x) = 1se x > 0 e —1 se x < 0. Isto é, uma funcio # em H ¢é dada
pelos

* seus pesos wi,...,W, €
* o seu limiar 4 (= a nossa pontua¢do minima),

e, para x em X, vale
h(x) = +1 se e tdo-somente se wiXx1+---+wgxg S b.

Geometricamente, os pontos x = (x1,...,X7) que satisfazem a igualdade w;x; +
-+ wgx;s = b formam um hiperplano que divide o espaco X nos dois semies-
pacos dos pontos x cuja soma é s b). Por exemplo, se X é o plano, a igualdade
define uma reta e cada lado dela um semiplano. Se as coordenadas sejam
denotadas por x e y, os pesos por w respetivamente v # 0, entdo a equagao da
reta como func¢do no argumento x com valor y é dada por
-w b
wx + vy = b se, e tdo-somente se, y = Wx + B com W = - eB= e

Por exemplo, os parametros w = 2, v =1 e b = 1 correspondem a reta abaixo:

Figura 5: A reta y =1 — 2x divisa o plano nos dois semiplanos y +2x s 1

No caso
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* da concessdo de um crédito, dependendo dos dados financeiros de um
cliente e da importancia de cada critério: Entre os pesos, revelam-se

— uns positivos, por exemplo, os haveres e o salario,
— outros negativos, por exemplo, as dividas;

* da selecdo de jogadores para a equipa nacional: Em Seccdo 1.5, concor-
damos que a velocidade do jogador importa bem mais do que a do seu
chute; em nameros,

— o peso da velocidade do jogador foi 10, e
— o da velocidade do chute foi 1;

* da deteccdo de um e-mail como Spam dependendo de quais palavras o
e-mail contém e as suas frequéncias em (e-mails de) Spam e em (e-mails
de) Ham. Por exemplo, sao pesos

— positivos palavras de propaganda e de marcas, como promogao,
aumento ou Viagra,

— negativos palavras como conjung¢des hesitantes, por exemplo,
entretanto, ou nomes raros de conhecidos, como Elivélton.

O algoritmo Perceptron aproxima os pesos e o limiar por iteragdo sobre todos
os pontos no conjunto de dados exemplares D a uma solucao Ao, quer dizer, tal
que

ho(x) = y(x) para todo x em D.

Hipoteses. Facilitemos a formula¢dao do problema do aprendizado: Para
abreviar a nota¢do da soma dos atributos pesados w1x1 + - - - + wgzx4, usamos o
produto escalar entre o vetor w = (w1,...,w;) e x = (v1,...,v7) dado por

wa =wixy st wgxy

(A notagao -! significa vetor transposto. Isto é, o vetor w! é visto como vetor

de coluna e x como vetor de linha. O produto escalar é o produto da matriz de
uma coluna w' com a matriz de uma linha x.) Pondo xy = 1 e wy = —b, vale

wix1+ -+ wexg — b = woxg + wix1 + -+ waxg
isto é, para x = (1,x1,...,x0) e w = (=b,w1,...,wy),
_ T
wix1+- -+ waxg—b=w x.

Concluimos que



e X={1} xR x---xR,e
. Y = {21},

e H={A(x) =sinal(w'x) : wy,w1,...,w; em R}
com sinal(x) =1 se x > 0 e —1 se x < 0. (Geometricamente, para d = 2,

* olhamos o plano com as coordenadas x e y como o hiperplano P dado
pela equacao xp = z = 1 no espago de trés coordenadas x,y e z,
* o hiperplano H no espaco dado pelos vetores ortogonais a w, e
* a intersecdo de H e P é a reta que separa os pontos.) Recordemo-nos de
que
h(x) =+1 se e tdo-somente se w xS0

wlx <0 seetio-somente se wix1+- o+ waxg s b.

Erro. O erro especifico Ep(%) que o algoritmo visa minimizar é o numero
dos pontos em que /4 erra,

Ep(h) = #{x em D com A(x) # y(x)} = Z (A(x) —y(x))Q.

x em D

Na imagem correspondem:

* o valor de y a cor do ponto, e
* o valor de % ao lado da reta em que se encontra o ponto.

(Equivalentemente, o algoritmo visa minimizar Pp(%) := Ep(%)/N, a probabili-
dade que % erre sobre D.) Com efeito, o algoritmo Perceptron

* ou consegue Ep(4) =0,
* ou oscila sem convergir.

Por isso, apresentaremos em seguida o algoritmo Pocket que remedia esta
oscilacdo por iteracdo sobre o Perceptron. Assim, converge mesmo quando
Ep (%) = 0 é impossivel.
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Figura 6: Separacao de pontos pelas suas cores e por uma reta

Algoritmo. O algoritmo Perceptron determina o limiar e os pesos w =
(b,w1,...,wy) iterativamente a partir da amostra D como segue:

Seja t = 0,1,2,... a iteracdao e w(¢) o valor de w na iteracdo ¢. Seja x(¢) em
D um ponto erroneamente classificado e y(¢) := y(x(¢)) o seu valor correto.
Formalmente, erroneamente classificado quer dizer

sinal(w(¢) Tx(2)) # y(¢).
ou, equivalentemente,
y(0)(w() " x(1) < 0.
O Perceptron poe
w(t+1):=w(t)+y(t)x(t)

Geometricamente, para obter a nova reta (= o novo limiar e os novos pesos)
w(t+1), o Perceptron desloca a reta na direcao correta (isto é, a dada por y(¢))
do ponto erroneamente classificado. Formalmente, ha duas possibilidades:
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Figura 7: ponto erroneamente classificado

e ouw(t)Tx(¢) >0ey(t) =1,
e ouw(t)Tx(¢) <0ey(t) =+1.

Como
wt+ 1) x(t) = w()Tx(2) + y()x(t) T x(2)

e vy > 0 para qualquer vetor v, vale

e se w(t)Tx(¢) >0e y(t) =-1, entdo w(t+1)Tx(t) < w(t)Tx(2),
e se w(t)Tx(¢) <0ey(¢) =+1, entdo w(t+1)Tx(t) > w(t) x(t)

Isto é, o valor da (nova) funcio hipotecada A(¢ +1) := w(¢ +1)T- é pelo menos
no ponto por enquanto erroneamente classificado x(t) mais préximo do valor correto
(do que o da antiga funcao hipotecada £(¢)). (Isto ndo quer dizer que a cada
iteracao o erro em outros pontos pode aumentar! Diante disto é estupefaciente
que a funcdo finalmente obtida é totalmente correta — dado que uma tal fungao
existe.)

O Perceptron itera a corre¢ao do limiar e dos pesos w(¢) — w(¢+1) até que
nao haja mais pontos erroneamente classificados. Geometricamente, desloca a
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reta até que separe as duas classes de pontos.

Codigo. Se denotamos a amostra por x1,...,XN € os seus valores sob a funcao
divina y por y1,...,)N, entdo, em pseudo-cédigo, o algoritmo Perceptron é dado

por

Pée w(0) :=(0,...,0) e t :=0

Repete

Parai=1,...,N

Se y,w(2)Tx; < 0, entdo poe w(t +1) := w(¢) + yix;
Aumenta ¢ por 1

até y;w(¢)Tx; > 0 para todo i = 1,.....N

Devolve w(t)

Em Python, para calcular os pesos e limiar w (inspirado pela postagem Percep-
tron in a few lines of Python code),

import numpy as np

X = np.array([

[-2, 41,
[4, 11,
1, 61,
[2, 41,
6, 2]

D
Y = np.array([-1,-1,1,1,11)

def perceptron(X, Y):
w = np.zeros(len(X[2]1))
epochs = 100

for t in range(epochs):
errors = 0
for i in enumerate(X):
if (np.dot(X[i], w)*Y[i]) <= 0:
w=w + X[i]*Y[i]
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errors += 1
if errors ==
break
return w

Para desenhar os pontos classificados pela reta separadora,

from matplotlib import pyplot as plt

for d, sample in enumerate(X):
# Plot the negative samples
if d < 2:

plt.scatter(sample[0], sample[1], s = 120, marker = '_', linewidths = 2)
# Plot the positive samples
else:
plt.scatter(sample[0], sample[1], s = 120, marker = ' + ', linewidths = 2)

# Print the line computed by perceptron ()
x2 = [w[0],w[1],-w[1],w[0]]
x3 = [wl01,wl1],wl1],-wl0]]

Xx2x3 =np.array([x2,x3])

X,Y,U,V = zip(*x2x3)

ax = plt.gca()

ax.quiver(X,Y,U,V,scale = 1, color = 'blue')

Exemplo em dois passos. Sejad =2, e

* consista D nos dois pontos p = (0,2) e ¢ = (1,1) com y(p) =1 e y(q) = -1,
. :eja w(0) = (0,0,2).
Observamos que x = (xp,x1,%2) = (1,x,y) satisfaz
woxy + w1x1 + woxg =0

se e tao-somente se

y=ax+b coma=-wi/wyeb=-wy ws.
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Isto é, descrevemos a projecao dos vetores ortonormais ao vetor w aos seus
ultimos dois coordenados pela funcao (traslada) linear y = ax + b.

1. Como w(0)Tg =2 > 0 mas y(¢g) < 0, constatamos que ¢ é erroneamente
classificado e determinamos

w(1) =w(0)+y(¢g)g = (0,0,2) - (1,1,1) = (-1,-1,1).

Istoé,a=1eb=1.
2. Como w(1)g =-1>0e y(¢) <0, constatamos que ¢ é bem classificado
(e p também) e o algoritmo termina.

-
LS
Prt=

Figura 8: O exemplo dado pelos pontos p e ¢

Tempo de Execucao.

* Se D nao é linearmente separavel, isto é, nao ha uma solu¢ao em H, este
algoritmo nao converge a uma solucao aproximativa (quer dizer, que
minimiza as classificacdes erroneas).

e Se D ¢ linearmente separavel, quanto maior a margem entre os dois
conjuntos de pontos, tanto mais facil a sua separacao, isto é, tanto mais
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rapido o Perceptron converge. Mais exatamente, este algoritmo termina
em < R?/y? passos onde

— Réoraiode D, e

— y é a margem, a maxima distincia de um hiperplano (= uma reta
quando X é o plano) entre os dois conjuntos dos pontos (onde a
distancia da reta entre os dois conjuntos de pontos é a minima
distancia entre ela e os pontos).

Figura 9: A margem de um hiperplano separando dois conjuntos de pontos

Em férmulas, o raio e a margem sdo definidos como segue:
* o raio R de um conjunto de pontos D é definido por
R := max{||x|| em D},

* para um hiperplano H (dado por H = {x em X ortogonais a £} onde
ortogonal significa xTh = 0) e dados D, a margem entre H e D ¢

v = max{dist(d,H) : d em D}
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onde, para um hiperplano H = {x € X : ATx = 0}, a distdncia entre ele e
um ponto x é definida por

dist(x, H) = |4 " x|/[|2]1*
(Recordemo-nos de que, para dois vetores x e y no plano,

xy = nllx[|[[y]l

onde n é o angulo entre eles, e ||x|| e ||y]| s3o os seus comprimentos.)

Animacao. Para ganharmos um intuito como o Perceptron se aproxima da
reta separadora, ha uma animacao online (em JavaScript) da Universidade
do Texas em Austin.

O Algoritmo Pocket (= bolso). Recordemo-nos de que se o problema de
aprendizado é um problema de classificacao binaria, isto é, X = {1} xR X---XR
(com 1 + d fatores) e Y = {£1}, entdo no algoritmo Perceptron as hipoteses H
tém a forma

h: x> sign(wa)

para vetores w em R?*1,

Recordemo-nos de que na formalizagao PAC (= Provavelmente Aproximadamente
Correto) do aprendizado, buscamos /4 tal

* que Ex(%) seja proximo de Ep(#4), e
* que Ep (%) seja proximo de 0.

O Algoritmo Perceptron. Se a amostra D é linearmente separavel, isto é, ha
h em H tal que
Ep(h) =0,

entdo o algoritmo Perceptron encontrara tal #. Recordemo-nos de que, para
cada passo ¢ > 0, o Perceptron seleciona um ponto erroneamente classificado
x(t) com valor y(¢) = y(x(t)) e atualiza w(¢) por

w(t+1):=w(t)+y(t)x(t).

Mas, se D nao é linearmente separavel, isto é, ndo ha uma solu¢do em H, este
algoritmo nao converge a uma solucdo aproximativa (quer dizer, que minimiza
Ep(k), as classificacoes erroneas).
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O Algoritmo Pocket. Se D ndo é linearmente separavel, isto €, é impossivel
achar # tal que Ep(%) = 0, queremos pelo menos minimiza-lo, isto é, encontrar
o (melhor) vetor de pesos w (em R%+1) que minimiza

Ep(h) = #{x, em D tal que sign(wan) # yu}/#D

O algoritmo Pocket (= bolso) aplica o Perceptron repetidamente (por exemplo,
em T repeticdes) e guarda no seu bolso o melhor vetor de pesos w até entdo
encontrado. Isto é,

Poe w := w(0)
Para t o, ..., T:
Roda um passo do Perceptron para obter w(t + 1)
Calcula E(w(t + 1))
Se E(w(t + 1)) < E(w), entdo poe w = w(t + 1)
Devolve w

Isto é, em comparacdo ao Perceptron, o Pocket avalia apos a atualizagao
w(t) — w(t +1) se o novo vetor é melhor (quanto o erro sobre a amostra) do
que o melhor até entdo encontrado w, e, caso sim, substitui w por w(¢ +1).
Pela computacdo de Ep(w(¢ + 1)), que percorre todos os pontos da amostra, o
algoritmo Pocket é mais lento do que o Perceptron.

Sabemos

* nem qual é o melhor vetor de pesos,
* nem quando se encontrara.

Figura 10: A evolucdo do erro do Perceptron contro o do Pocket
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Recapitulagao. Questdes para quem quiser testar a assimila¢ao do conteudo
desta secdo sobre o Perceptron:

1. Qual é a medida de erro que o algoritmo Perceptron minimiza?

2. Entre quais fun¢des o Perceptron escolhe a melhor, isto é, que minimiza
o erro?

3. Quais parametros o Perceptron otimiza, isto é, quais nameros altera até
ter minimizado o erro?

4. O Perceptron consegue separar (por uma reta) qualquer rotulagem (=
escolha de cruzes e bolas) de quatro pontos no plano?

5. O numero de erros sempre diminui apés uma itera¢io adicional?

4.2 A Regressao Linear

O banco niao somente quer decidir se o cliente recebe um crédito ou nao, mas
mais exatamente estimar o seu valor.

Tem-se

* X=RxX--- xR (com d fatores) = os possiveis dados dos clientes (tais
como bens, dividas, salario, idade),
* Y = R = os possiveis valores dos créditos concedidos

* D = {(x1,91),....(xN,yN)} = os dados historicos de clientes e os valores
dos créditos que lhes foram concedidos.

Hipoteses. Geometricamente, para X = R, a regressdo linear busca a reta
h que minimize a distancia (quadratica) aos pontos da amostra D.

Cada hipotese £: X — Y corresponde a um vetor w = (w1, ...,wy) em RX---XR;
ela é dada por
hix o xw! = xqw 4+ xgw,.



|

—

Figura 11: As distancias entre a reta /4 e os valores y1, ..., yx dos pontos da
amostra

Erro. O erro que queremos minimizar é a distancia quadratica entre £ e
9, isto é, o valor médio da diferenca & — y ao quadrado sobre a amostra finita
D = {x1,...,xn}, onde a integral do valor médio se torna a soma finita

Ep(h) = /D(’l(x) —y(x))* dx = [(h(x1) = y1)° + -+ (A(xx) = yn)*]/N

Cada hipétese 4 corresponde ao vetor dos seus pesos w. Por isso, denotamos o
erro especifico daqui em diante por Ep(w) (em vez de Ep(#)), evidenciando
como funcdo em R x - -- X R.

Se denotamos

* por X a matriz em R? x ---x R? com as linhas x, ..., xx em D, e
* por y o vetor coluna em RN com as entradas y1, ..., yn,
entao

Ep(w) = [(x120" = y1)* +-- -+ (anw” —yn0)*]/N = X" —p|*/N (1)

57



onde

« w! denote o vetor coluna cujas entradas sio as do vetor linka w, e
* || - || denote a norma euclidiana, dada por ||v|| = (v% +---+ 7)421)1/2 para um

vetor real v = (v1,...,04), isto &, ||[v]|> = o7 - v;

e onde

* a primeira igualdade vale por definicao de Ep(w), e
* a segunda igualdade vale porque os coeficientes do vetor Xw — y sdo
wa1 Y15 - waN — JN.

Algoritmo. A regressao linear calcula o vetor @w em RX- - -XR que minimiza
Ep(w).

Se X = {1} X R, podemos visualizar

e a amostra (1,x1), ..., (1,xx) e os seus valores y1, ..., yn sob a fungado
divina y pelos pontos (x1,91), ..., (x¥N,yN) no plano, e

* a hipotese & <> w = (wp,w1) pela reta no plano que

— se origina na altura w, e
— tem inclinac¢io w;.

(Isto é, é a funcgdo Ah: x — wp + wix cujo grafico é a reta dada por todos
os pontos (x,wp + w1x) onde x percorre R.)

Com efeito, na Regressao Linear trata-se mais de uma férmula do que de um
algoritmo. Daremos duas vias para demonstra-la, obtendo o vetor de pesos w
que minimiza esta distancia

1. como proje¢ao de outro vetor a um espa¢o menor, e
2. como zero da derivada do erro como funcao em w.

Antes de comegar, recordemo-nos de que, para uma matriz A, a sua matriz
transposta AT é a matriz cujas colunas sdo as linhas de A, ou, equivalentemente,
é a matriz obtida por espelhamento de A ao longo da diagonal. Em particular,
para v = A uma matriz com uma linha ou coluna, um vetor linha respetivamente
vetor coluna, o1

0.

é o vetor coluna respetivamente linha cujas entradas sdo as de
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0.0 '
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Figura 12: A reta dada pela Regressdao Linear para X = {1} xR

Aproximacgao por Projecao. Para exemplificar a deriva¢do da formula da
regressao linear, restrinjamos primeiro a X = R. Na Regressao Linear, queremos
encontrar uma reta que minimize a distancia a pontos (x1,%1), ..., (#N,yN) DO
plano. Vimos que a distancia entre

* areta (que origina em 0) com inclinacdo w e
* 0s pontos

¢ medida pela distancia

X~y

entre o vetor Xw e o vetor y, onde

e pomos X = (¥1,...,4N), €
e pomos y = (J1,...,JN).
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Entao, qual é o w que minimize esta distancia? Os possiveis valores
{Xw para w em R} formam uma reta (em RN, o plano para N = 2), e o ponto
Xwo da reta que é o mais préximo de y é a projecio Py a esta reta; em
formulas

Xw() = Py.

profju(v) - v

u proju(v)

Figura 13: Projecao de um vetor a uma reta

O ponto Xw( da reta é a projecdao de y se, e tio-somente se, a sua diferenca
y — Xwy € ortogonal (ou perpendicular, isto é, forma um angulo reto) a reta; em
formulas, se o seu produto escalar é zero,

XT(y - Xwg) =0
ou, equivalentemente, se
X" Xw, = XTy.

Obtemos

wo = X+y
para o vetor X* = (XTX)"1XT escalado e transposto de X.

Em geral, para X de dimensao d < N maior, obtemos
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e que X = (¥1,...,4N) € uma matriz cujas N linhas sdo os vetores x1, ..., AN
com d entradas, e
* que w é um vetor (de pesos) com d entradas.

enquanto y = (y1,...,yN) permanece um vetor de coluna com N entradas (porque
a saida Y = R nao mudou).

Os possiveis valores {Xw para w em R4} formam um espaco (de dimensio d
em RY; por exemplo, um plano para d = 2). O ponto Xw, do espaco que é
o mais préximo de y é a projecao Py de y a este espaco; Obtemos, quando a
matriz quadratica X'X é invertivel (o que vale quase sempre porque N > d,
isto é, tem mais exemplos que pardmetros a especificar), da mesma forma

woy = X+y

para o pseudo-inverso X+ = (XTX)1X" de X.

Aproximacao por Derivagao. Recordemo-nos de Equagio (1),
Ep(w) = [[Xw" - y|*/N.
Obtemos
Xao" = yII*/N = (X" - 5)" (X" ~ y)/N
= [wXTXw" — 2wXTy + yTy]/N,
pela aplicacdo das igualdades
(AB)T =BTAT e (ADHT=A

para toda matriz A e B, em particular, para A ou B um vetor linha ou coluna v

(= matriz com uma tnica linha ou coluna); além, para dois vetores v e w, da

simetria do seu produto escalar vTw = w7,

Como a funciao Ep(w) em w é (por Equacao (1)) diferencavel, podemos encon-
trar o seu minimo no ponto wy em que o seu derivado iguala 0. Isto é,

VED(wo) =0
onde V é o gradiente de Ep, o vetor linha

VEp(w) = (0Ep(w)/0w1,0Ep(w)/dws,...,0Ep(w)/0w,)
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cujas entradas sao as derivadas parciais.

Para derivar
Ep(w)p = [wXTXwT - 2wXTy +yTy] /N,

observamos primeiro

o que V,(y'y) = 0, porque é constante, nio depende de w, e
o que V,2wX'y = 2X1y, porque é linear em w.

Para calcular V,,wX Xw?, abreviemos A = X'X, e observemos que, para a
fun¢do f: w — wAw?,

f(w+h) - f(w) = (w+h)A(w+h)T —wAw?'
= wAhT + hAw! + hAhT
= Vo f(w) + O(||2]])

com
Vofh=wAh! + hAw! = wAh! + wATh!

T

onde usamos a simetria o' - w = wTv para v = h e w = Ax.

Se aplicamos estas equacdes a Ep = [w!XTXw — 20wTX'y + yTy]/N, entdo
obtemos o vetor linha

VEq(w) = (2/N) - (XTX - w — XTy).
Logo, VE,(w) = 0 se, e tio-somente se, XTX . w= XTy se, e tao-somente se,

w=X"y comX"=(X'X)"IxT.

Computagao. Concluimos que o valor minimo do erro especifico
Ep(w)
é atingido se, e tdo-somente se,
X Xw = X"y,
isto €, se e tao-somente se, para XTX invertivel,

w:XTy
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onde
X" = (x'x)1xT,

€ o pseudo-inverso (ou, mais exatamente, o Moore-Penrose inverso) de X. Este
vetor de pesos w é a unica solucdo 6tima.

Esta computacdo do pseudo-inverso é a parte computacionalmente mais custosa
da regressao linear.

Para acelerar a computacdo de X*, computa-se uma fatoracao
X = QR
onde

* a matriz Q é ortonormal, isto é, Q TQ =1, a matriz cujas tnicas entradas
diferentes de 0 sdao as da diagonal com o valor 1, e
* a matriz R triangular.

por exemplo, pelo método de Gram-Schmidt: Denotem Pq, Py, ... as projecoes
aos vetores x1, X, ..., dadas por

v xlTv ©X1,0 xgv - X9,...
Paracadai=1,2,... o vetor

q =X —Pix;— - —Pioax;
é ortogonal a qq, ..., q;-1. Logo, os vetores

q1 = q1/llq1ll. g2 :== q2/llgall, ...

formam uma base ortonormal.

Isto é,

* as colunas da matriz () ortonormal sdo dadas pelos coeficientes dos
vetores ¢1, ¢2, ..., €

* a linha namero i da matriz R é dada pelos coeficientes xlT Xiy oons xl.T_lx,-;
em particular, a matriz é triangular.



Porém, este método é fragil, isto é, pequenos erro de arredondamento em
resultados intermediarios podem levar a grandes erros nos resultados finais. A
este fim, prefere-se o método de Gram-Schmidt modificado onde

q=x1—-(1-P1)---(1-Piq)x;:.

Gracas a fatoragio X = QR com QQT, obtemos
X* = (RTR)'QRT.

A computac¢do do inverso de uma matriz triangular em mais rapida do que a
de uma matriz geral pois

* os coeficientes de uma matriz A inversa se computam pelos determinantes
de (sub-)matrizes A;; de A, e

* 0 determinante de uma matriz ¢riangular é o produto dos seus coeficientes
diagonais.

Resumo. Concluimos que os passos do algoritmo da Regressdo Linear
consistem em:
1. Dado D = {(#1,%1),...,(xN,9N)}, define a matriz X e o vetor y por
XT = (x1,...,4n) € yT = (91,---,JN)-
2. Calcula o pseudo-inverso X' da matriz X, isto é, para X'X invertivel,
X' = (x'x)1xT.
3. Devolve w = X'y.
Animacao. Para ganharmos um intuito como a Regressdo Linear calcula

a reta que aproxima melhor os pontos, ha uma implementacao online (em
JavaScript) da Universidade do Illinois.


http://mste.illinois.edu/activity/regression/

4.3 Regressao Logistica

A Regressao Logistica aplica-se quando

* a saida da amostra é binaria, isto é, y1, ..., yx em {£1}, e
* a funcdo alvo € uma medida de probabilidade, isto ¢, a sua imagem esta
no intervalo [0,1] (e ndo em Y).

Por exemplo, nas questdes,

* qudo provavel é que o cliente quite as contas, ou
* quao provavel é que o paciente sofra um ataque cardiaco.

Na Regressdao Logistica,

e aentrada X=R X :---XR, e
e saida Y = [0,1].

e as hipoteses H = {h(x) = 0(wix1 + -+ wgxg — b) : w1,...,ws,b em R}

que sao medidas de probabilidade obtidas pela composi¢ao com certa fung¢ao
logistica.

Por exemplo, X = R, onde x mede a pressdao sanguinea (ou arterial) do paciente,
e y indica se sofreu um ataque cardiaco ou nao.

Enquanto o Perceptron decide para cada ponto se é preto ou branco (isto &,
se é ao lado direito ou esquerdo da reta), a Regressao Logistica agrisalha os
pontos: quanto mais preto o ponto, tanto mais provavel o evento em questao.
Por exemplo, se cada ponto representa um cliente, que amortize as dividas.

Com efeito, a func¢ao divina y que queremos conhecer é uma varidvel aleatiria
condicional (binaria).

Moralmente, y,

* em vez de ser uma funcdo que associa a cada argumento x um unico
valor y = +1,

* é uma varidvel aleatoria condicional (binaria) que associa a cada argumento
x uma probabilidade P(y = +1|x) de cada valor y = +1.



Figura 14: O grau de griso corresponde a probabilidade e os pontos aos exem-
plos observados

Como Y = {+1} € binario,

P(y=-1lx) =1-P(y = 1|x), (%)

basta conhecer P(y = 1|x). Isto é, P(y = 1|x) determina y; em outras palavras, o
conhecimento de P(y = 1|x) corresponde ao conhecimento da variavel aleatéria
condicional y.

As nossas hipéteses serdo aproximagoes a P(y = 1|x); logo, por (*), a variavel
aleatoria condicional y.

Funcao Logistica. Para a regressdo logistica, em que as nossas hipdteses
sdo fungdes cujos valores sdo probabilidades, precisamos de uma fung¢io (duas
vezes) diferencavel e mondtona 6: R — [0,1].

A necessidade da monotonia da funcdo 6 baseia-se na concep¢ao que, dado um
ponto x, quanto maior o seu valor w? - x, tanto mais provavel que a decisao seja
positiva. (Por exemplo, quanto maior a pontua¢ao do devedor, mais provavel

que consiga pagar os créditos.)

66



/
G2
/
1 — | g | I |
—5 —4 -2 0 2 4 ]

Figura 15: A funcao logistica

A nossa escolha (e a da maioria) é a funcdo logistica (ou fun¢ao sigmoid)
definida por
0(s):=e’'/(1+e’)=1/Q+e°).

(Outra escolha popular para 0 é a func¢do tangente hiperbélica 0 = tanh: R —
[-1,1] definida por tanh := (e —e™")/(e’+e7*).) Pelo grafico da funcao logistica,
vemos que as duas extremidades se aproximam dos valores 0 e 1 rapido; também,
satisfaz a simetria 0(—s) =1 — 0(s) que nos sera 1til a seguir.

Log-0dds (= chances logaritmicas).

Relagao a Distribuicao Binomial. A medida de probabilidade, ou distribui¢ao,
mais simples é a de uma variavel aleatoria binaria, isto é, que tem dois possiveis
valores 0 e 1. Chama-se de Bernoulli, e para uma probabilidade fixa © em [0,1]
é definida por p(x; ) = P(X = x) onde

PX=1)=n ¢ P(X=0)=1-nx



Expressemo-la pela fun¢do exponencial:
p(x;m) = ™ (1-n)t*
exp (xlog (1) + (1 - x)log (1 — m))
n
= exp (xlog(l_n)+log(1—7t))

Isto é&,
p(x;n) = exp(xn —¢(n))
¢ uma distribuicdo definida pela exponencial (isto é, faz parte da familia
exponencial das distribuicdes) para um parametro n e uma constante ¢(n)
onde 1 :=log(7Z;) € a fungdo logit (ou log-odds) de n. A fungdo logistica
(ou expit) é a funcao inversa da fungao logit; isto é,
1
T=——.
1+ exp(—n)

Usos.
Dificuldade da Computacao da Distribuicao Normal.
Substituicao.

Comparacao a Distribuicao Normal. Regressdo logistica (modelo Logbit)
em contraste ao modelo probit que usa a funcdao da densidade da distribuicao
normal (e regressdo de Poisson que usa a distribuicdo de Poisson).

As fungdes de densidade da distribui¢do normal e logistica sdo préximas, uma
da outra, para uma escolha de pardmetros apropriados a este fim:

Parametros. Como de costume, nio explicitamos o parametro constante ,
o valor esperado, na hip6tese, mas usamos uma saida X = {1} x Rx--- xR
em que todos argumento tem a primeira entrada constante igual a 1. Isto é,
wo = M.
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Figura 16: Graficos de densidade da distribuicdo normal e logistica

Hipoteses. As nossas hipoteses sdo

H:={h=0(w") para w = (w1,...,wz) em R X --- X R}.

O valor 4(x) no intervalo [0,1] corresponde a probabilidade condicional P;(y|x)
definida por:

h(x) paray=1 e 1-h(x)paray=-1
(Por exemplo, dadas as caracteristicas x do cliente, a probabilidade que

* consiga pagar os créditos (o caso y = 1), ou
o falha pagar os créditos (o caso y = -1).)

A nossa funcao alvo é
p(x) =P(y =1|x),

a probabilidade (condicional) que y =1 dado x (por exemplo, dadas as carac-
teristicas x de um paciente, a probabilidade que ele sofra um ataque cardiaco,

y=1).



Observamos mais exatamente que p (e p; = Py(y = 1|-)) é uma fungio
densidade de probabilidade condicional (FDP), ou densidade de uma varidvel
aleatoria continua condicional, que mede a probabilidade

* de uma variavel aleatoria Y tomar um valor fixado yo,
* em dependéncia de um valor variavel x de uma variavel aleatéria X.

Erro. A amostra D = {x1,...,xn} nao revela diretamente p(x) = P(y = 1|x),
a probabilidade que y =1 dado x, mas a revela indiretamente: os seus valores

1, --., yN em {1} sdo distribuidos com probabilidade p(y1), ..., p(yn).

Para estimar o erro que uma hipétese £ faz em aproximar y sobre D, usa-
mos o estimador de maxima verossimilhanca: Maximizar a verossimilhanca
quer dizer determinar os parametros /4 da distribuicao P, que maximizam a
probabilidade Pj(y1, ..., yN|%1, ..., XN).

Como supomos (x1,1), ..., (¥N,yn) independente e identicamente distribui-
dos,
Pr(y1, ..o ynl%1, . %8) = Pr(1lx1) - - - POynlan).

Recordemo-nos de que % corresponde a probabilidade P, (y|x) dada por:
h(x) paray=1 e 1-h(x)paray=-1

Como A(x) = 0(w'x) e 0(—s) =1 - 0(s), esta igualdade pode ser simplificada
a

P,(ylx) = 0(yw™x). (2)

Como os valores de exp(—x) = 1/exp(x) (e logo da func¢ao 0) decrescem a zero
rapido, é computacionalmente preferivel maximizar esta probabilidade pelo
seu logaritmo. Como a fungdo —N~!log é monétona decrescente (pelo fator de
normalizacdo negativo —N7!), esta probabilidade é maxima se e tdo-somente
se

Ep(w) = -N"1log P, (51, ... pN|#1, .., #N)

¢ minima. Explicitamente, se e tdo-somente se

Ep(w) = -N"log (P, (y1|x1) - - - Pr(yn2xN))
= N log(1/P,(y1]%1)) + - - - + log(1/Py(yx]xx))
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¢ minima. Substituindo Equac¢ao (2), obtemos:

N D 10g(1/0(aw " xa);

n=1,....N
substituindo 071(s) = (1 + ¢7*)/e™* = ¢~* + 1, concluimos:

Ep(w) =N71 Z log(1+ e_y"wa").
n=1,....N

Observamos que Ep é pequeno se sinal(w'x,) = y,, isto é, quanto melhor w
classifica x1, ..., xN, tanto menor este erro.

Algoritmo. Veremos como maximizar a verossimilhanca, isto é, encontrar a
medida que maximiza a probabilidade da nossa amostra. Equivalentemente,
veremos como minimizar Ep em dependéncia de w. Para encontrar um minimo,
usa-se o gradiente de uma func¢ido que aponta na sua direcdo. Com efeito, para
estar num minimo, tem de ser zero.

Gradiente. Geometricamente, por exemplo, para uma fun¢do f: RXxR — R
de duas variaveis, no ponto (xo, o),

. . . .10 s . ~ .
* a sua primeira derivada parcial %(xo,yo) ¢ a inclinag¢do do grafico no
ponto (x9,y0) na direcao do eixo-x, e

(¢}

* a sua segunda derivada parcial %(xo,yo)
ponto (x9,y0) na direcao do eixo-y.

a inclinacdao do grafico no

O gradiente V f de uma funcao f(x1,...,x;) no ponto x é definido pelo vetor
linha (e ndo coluna)

of

x4

0
Y (x0) = (a—iuo),. LA o,

Na nossa situacdo, onde

f(w) =Ep(w) =N Z log(1+ eI
n=1,...N

para minimizar Ep(w),
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1 —(a,b
Line has slope 52 (a,b)

Graph of f(x.b)

Figura 17: A derivada parcial como tangente na dire¢ao do eixo-x

1. calculamos o seu gradiente em w, o vetor linha cujas entradas sao as
derivadas parciais,

VED(w) = (6ED/8w1(w),...,6ED/6wd(w))
=N Y g/ (e

n=1,...N
usadano

* a Regra da Cadeia aplicada a funcao e* que iguala a sua prépria

derivada, e
* aigualdade (1+e€')/e’=1/(1+e°);

note-se que cada parcela x = x, é um vetor linha x = (x1,...,x7) em d
entradas, e

2. buscamos w tal que VEp(w) = 0.
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Esta equacdo niao tem uma solucdo analitica, isto é, ndo pode ser expressa
por uma férmula; do lado positivo, a fungao Ep(w) é convexa, por isso tem
um unico minimo. Logo, nenhum dos métodos corre risco de convergir a um
minimo local (no lugar do minimo global).

Para minimizar Ep(w), usamos

1. ou o método de Newton aplicado a derivada V,Ep(w),
2. ou o método do maximo declive aplicado a funcao Ep(w).

O método de Newton converge mais rapidamente do que o método do maximo
declive; porém, a sua computacao é mais custoso. Em geral, se a dimensao d
nao é excecionalmente grande, continua a ser muito mais rapido.

Método de Newton. Estudamos o método de Newton

1. para func¢des de uma variavel com valores reais, e
2. para fun¢des de multiplos argumentos com valores vetoriais (tal que o
numero das variaveis da entrada iguale ao da saida).

O uso do método de Newton para minimizar o erro na regressao logistica (= o
logaritmo da maxima verossimilhanc¢a) chama-se Fisher scoring.

Para funcoes reais. Dado uma func¢io derivavel f: R — R, o método de
Newton aproxima iterativamente um zero de f, isto é, define x1, x9, ...em R
com x, — x tal que f(x) = 0. Geometricamente:

Pegamos um ponto (apropriado) x1,

1. olhamos o seu valor f(x1) sob f, e
2. a tangente em f(x1) ao grafico de f.

Esta tangente intersecta o eixo X em um ponto xs.

1. Olhamos o seu valor f(xg) sob f, e
2. a tangente em f (x9) ao grafico de f;
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e assim por diante.

Moralmente, dado um ponto xy, a tangente #,, € a reta que aproxima f em Xy o
melhor possivel. Por isso, o zero x; de ¢y, que é facilmente computavel gracas a
sua forma simples, aproxima o zero x de f. Em x1, de novo, a tangente #,, é a
reta que aproxima f em x; o melhor; de fato, como x; € mais proximo do zero
x de f, a nova tangente f,, aproxima f melhor do que Z,, em volta de x; em
particular, o x3 de ¢, € mais proximo do zero x de f do que o zero x1 de Zy,.

A

B = = = = -
5""""""“"::‘
¥

=f(x A
W X; Xy

Figura 18: O método de Newton

Como funcao no argumento £, na itera¢ao n, a tangente ¢, em f(x,) é definida

por
ta(xn + h) = [ (x0) + [ (xn) P,

logo, pondo /& = x — x,, obtemos
ta(x) = f(x0) + [ (x2) (x = %)
Como 0 = #(x,+1), obtemos

[
fGen)

Xn+l = Xp
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Em outras palavras, o método de Newton é a iterada aplicacao do operador de
Newton N =N;: R — R definido por

W
20}

X X

De fato, se x, := N"(x9) — x, entdo x = Ns(x) = x — ]%, logo f(x) =0.

A tnica condi¢do é o encontro de um ponto de partida x( tal que a sequén-
cia x1,x9,... converge. Esta ndo é garantida, mas vale a convergéncia local
quadratica:

Se f é duas vezes diferencavel, entdo pela Formula de Taylor
fx+h)=Fx)+ f ()b +R"f(x+h,h)h*

com R”f(xy,h) — f"(x)/2 para h — 0. Para x + & = x,41 € x = x,, e porque

h= ]]:,(&’;)), obtemos

[ (xn41) = [ (x0) + f/(x0) (%41 — 2,) + R"f(x x)(f(xn))2
e A T F ()
f(xn))Q_

S (xn)

= R”f(xn+1axn) (

Em particular,
IR” f (xn41, %) |

Fonp el

|f (xs1)| <

Pondo

o M” = sup{[R"f(x + h0)} (= Lsup{lf”(x)]}, porque R"f(x + h,x) =
$f”(&) para um & entre x + / e x pelo Teorema do Valor Intermediario),
e m' =inf|f'(x)| >0,
e C =M"/m'?, obtemos
|f ()| < C- 1 f (xa) .

Pondo d, = C - |f(%,)|, iterativamente

2 2:2 2:2:2 2"
dn+1SdnSdn_1Sdn_1 S...Sdo,
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isto €,
C-|f(x)] < (C-|f(x0)D)*".
Concluimos que se |f (x0)| < 1/C = m?/M”, entdo f(x,) — 0 quadraticamente.

Por exemplo, se |f(x)| < 1071 - m’/M”, entdo o ntimero de zeros de f(xo),
f(x1), f(x2), ... duplica a cada iteracao.

Vemos aqui a convergéncia do método aplicado trés vezes a fungao f(x) = x2—2
com o seu zero xg = V2:

Iteracdo Zero aproximativo Erro

0 1 —-0,4142135
1 15 0,0857864
2 1,41666667 0,0024531
3 1,41421569 0,0000021

Para fungoes de maltiplos argumentos. Suponhamos que f: X — Y é uma
funcao de varias variaveis independentes x1,...,x; tal que o ntimero 4 das
variaveis dependentes da entrada iguale ao da saida, isto é&,

X=R? e Y=R’

Isto é, f = (fi,..., fa) onde cada funcdo com valores reais f1, ..., f; depende de d
variaveis x1, ..., 4. Se f é desta forma, entdo o seu gradiente f' = Vf = gradf
€ uma matriz quadratica

Vf = (8ﬁ/6xj)z',j:1,...,d-

Em particular, f é desta forma quando f é o gradiente de outra fungao F, isto
é, [ = VF = grad F. Neste caso, o seu gradiente

*F ’F *F
Ox10x1  Ox90x1 "  Oxg0x
d’F 9°F 3’F
_ 2 | Ox90x1  Ox90x9 T Ox90xy4
Vf=(@ F/axiaxj)i,j=1,...,d = : : . :
*F *F *F
Oxg0x1  OxgOxg °°°  Oxg0xg

é a matriz Hr das segundas derivadas de F, a matriz de Hesse de F.



Se Hr é invertivel em x (o que corresponde a f’(x)), entdo o operador de

Newton se torna
Nr(x) = x + Hp(x) 'F(x)

O método de Newton continua a convergir rapidissimo; porém, a computagao da
matriz de Hesse de F em cada ponto é computacionalmente custoso (enquanto
o método do maximo declive se contenta com a do mero gradiente). Contudo,
se a dimensdo d nao é excecionalmente grande, continua a ser muito mais
rapido.

Método do Maximo Declive. Usamos o método numérico do Gradient
Descent, o Método do Mdximo Declive para minimizar Ep(w).

Figura 19: Seguindo iterativamente o maximo declive
Como a funcao Ep(w) é convexa, tem um unico minimo (em contraste a
imagem). Este pode ser aproximado como segue:

Pelo gradiente, podemos calcular as derivadas

of .. flx+t-h)— f(x)
on ) = lim t

em todas as direces & € R? (enquanto, até agora, unicamente, nas dos eixos-x1,
N xd) .

77



A derivada %(x) da funcio f em diregdo 4 para h € R? é dada por

0 0 0
%(x} =Vf(x)- At = a—i(x)hl +o+ %(x)lzd.

onde o produto
x-yT =Xt Xg)4

é o produto escalar entre os vetores x e y. Tem-se
T
x-y° = [lxllllyll cos a

onde a é o angulo entre x e y.

Em particular, x - y atinge o seu valor maximo, entre todos os vetores de
um mesmo comprimento fixo, por exemplo entre todos os vetores unitarios,
quando x e y sao multiplos um do outro. Em particular, a derivada em x; é
maxima, se derivamos em dire¢ao de V f(x); Isto é, geometricamente: O vetor
gradiente indica a dire¢do do maximo aclive (ou declive) cujo grau é medido
pelo comprimento do gradiente!

Computacao. Resumimos o algoritmo para a melhor escolha da hipdtese

1. pelo método de Newton aplicado & derivada V,Ep(w), e
2. pelo método do maximo declive aplicado a fun¢ao Ep(w).

Pelo Método de Newton.

1. Inicializa o vetor de pesos w(0). ()
2. Parat=0,1,...

1. Calcula a matriz de Hesse H(¢) := V*Ep(w(¢)) em w(%).
2. Calcula o novo zero w(¢+1) = Nys(w(?)) = Vw(t)+H(t) IV f(w(t)).
3. Decide se continuar (com w(¢+ 1)) ou terminar a iteracao. ()

3. Devolve o ultimo w(¢) (isto é, onde a iteracdo parou).

onde recordamos

VEp(w) = -N1( > yuxa/(1+ e )T
n=1,....N



V’Ep(w) = V(VEp(w))

Quanto a (*), a escolha inicial de w(0), uma escolha comum para w(0) é 0, ou,
para evitar o risco de uma ma escolha especifica, escolher cada peso wy, ...,
w, independentemente por uma distribuicao normal.

Quanto a (T), um bom critério para a decisdo sobre a terminacao da iteracao,
ele é dado pela satisfacao de

* um limiar minimo do erro Ep (isto é, terminamos quando Ep for menor
do que um certo limiar, ou seja, quando o erro € suficientemente pequeno)

enquanto ¢ = 0,1,... ndo chegou a

e um numero maximo T de itera¢des (como um critério de seguranca caso
o primeiro critério acima nao se aplique).

Pelo Método do Maximo Declive.

1. Inicializa o vetor de pesos w(0) (e define a margem de traslado n > 0).

(*)

2. Parat=0,1,...
1. Calcula o gradiente g; := VEp(w(?)) em w(¢).
2. Poe a diregao v; := —g; /| g1l
3. Atualiza o vetor de pesos w(t+1) = w(t) +1 - v;.

4. Decide se continuar (com w(¢ + 1)) ou terminar a iteracdo. ()
3. Devolve o ultimo w(¢) (isto é, onde a iteracao parou).

onde recordamos

VEp(w) = -N'( Y yua/(1+ e )T
n=1,...N

Quanto a (), as escolhas iniciais de n e w(0),

e uma escolha comum paran én=0]1,e

* uma escolha comum para w(0) é 0, ou, para evitar o risco de uma ma
escolha especifica, escolher cada peso wj, ..., w; independentemente por
uma distribui¢do normal.
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Quanto a (T), um bom critério para a decisdo sobre a terminacio da iteracao,
ele é dado pela satisfacao de

* um limiar minimo do erro Ep (isto é, terminamos quando Ep for menor

do que um certo limiar, ou seja, quando o erro é suficientemente pequeno),
e

e um limiar minimo da varia¢ao do erro AEp (isto é, terminamos quando
AEp for menor do que um certo limiar, ou seja, as varia¢des do erro sao
suficientemente pequenas),

enquanto ¢ = 0,1,... ndo chegou a

e um numero maximo T de iteracdes (como um critério de seguranca caso
os dois critérios acima nao se apliquem).
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5 Transformacao Linear

Estudaremos como transformar um problema polinomial em um problema
linear, isto é€,

* de hipéteses que dependem polinomialmente das entradas
* a hipoteses que dependem linearmente das entradas.

Ai, podemos aplicar um dos nossos algoritmos lineares, como o Perceptron, a
Regressao Linear ou Logistica; depois, invertemos a linearizacao para responder
ao problema inicial.

Em mais detalhes: Dada uma amostra D, o algoritmo A escolhe a hipétese Ap em
H que minimiza o erro especifico Ep(4p). Em todos os algoritmos lineares, isto
é, o Perceptron, a Regressao Linear ou Logistica, temos a parametrizacao

Heo Rx--- xR

por
ho(w?':) — w

onde A €

¢ 0 sinal no Perceptron,
* a identidade id na Regressao Linear, e
* a funcao logistica © = exp/(1 + exp) na Regressao Logistica.

Isto é, A minimiza a funcio
w > Ep(ho(w'-))

sobre R X --- X R; os pontos da amostra x1, ..., AN entram como constantes'
Portanto, antes de ser dada a amostra, podemos adaptar a entrada X ao
algoritmo linear; isto é, aplicar uma funcao ®: X — X’ que diminua

Eon) (ho(w'"-)) := Ep (ko (0 ®(-)))

(onde w’ é agora um vetor de pesos tal que w’T - seja definido sobre X’).
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Figura 20: Aplicar uma transformac¢ao polinomial para separar linearmente

5.1 Linearizar Elipses em torno da origem

Usamos o Perceptron sobre o plano X = R X R para separar os pontos do tipo
+1, positivos, dos pontos do tipo —1, negativos, de uma amostra x1, ..., xN por
uma reta. Suponhamos que a amostra nao é linearmente separavel, mas que
todos os pontos positivos estdo cercados por um circulo.

Um circulo no plano com raio r é dado pela equacao
2., .2 _
X]+ x5 =T,
isto é, dado por uma equacao polinomial quadratica, e a fungao
— 2, .2

h(x) = sinal(xy + x5 — 1)
separa entre os pontos positivos e negativos. Se escrevemos

e 7 7 7

h(x) = sinal(wx, + w]x] + wyxs)

onde
’r _ ’ _ ’ _ ’ _ r .2 0 L2
wy=-rw; =1lwy,=1 e x,=1x =x7,x =x5,
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Figura 21: Pontos Cercados

entdo A é uma fungédo linear (ignorando o sinal) A" em x” = (x;,x],x;) com (o
vetor de) pesos w’ = (w), w],w;). Explicitamente,

h = sinal(A’o®) com A’ =w'T- e ®: X — X’ dada por (xg,x1,x2) (xo,x%,xg).

A funcao ®@: X — X’ é chamada a transformacao de caracteristicas. A transfor-
macao leva toda funcao linear 2': X’ — Y sobre o espago transformado X’

por
h:="h od.

a uma funcdo, ndo necessariamente linear, 4: X — Y sobre o espaco original.

Se /&’ anula o erro especifico, E¢p)%’ = 0, entdo igualmente % o anula, Ep =
Eomh' = 0.

Se @ ¢ estabelecida antes de ser dada a amostra, entao
dvc(He) < dve(H')

onde Hge é o espaco das hipoteses {h o ® : hem H} e H é o espaco das
hipéteses sobre X’. Vale somente a desigualdade, mas nao necessariamente a
igualdade, isto é, ndo necessariamente toda fun¢do em H’ pode ser obtida por
pré-composicao de uma funcdo em H com ®.

Por exemplo, se ® é a transformacdo acima e o algoritmo é o Perceptron,

®: X — X’ dada por (x¢,x1,%2) — (xo,x%,x%).
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g9(x) = g(®(x)) = sign(w"®(x)) g(z) = sign(w"z)

Figura 22: Ida e volta ao espaco transformado



entao
dyc(He) < dyc(H') = dyc(H) = 3.

Com efeito, a mesma configuracao de pontos como em Figura 4 é também
linearmente inseparavel por uma elipse (que é centrada na origem).

Observagdo. A aplicacao ® tem de ser escolhida antes de ser dada a amostra;
isto é, nao pela avaliacdo dos dados, mas pela nossa compreensao do problema.
Caso contrario, estamos efetivamente aumentando H e assim dyc(H).

5.2 Generalizacao da Transformacao

Restamos no plano, isto é, d := dimensao X = 2. Enquanto a dimensao de X’ é
igualmente d = 2, somente podemos separar pontos por elipses centradas na
origem do plano, o ponto (0,0). Contudo, para obter todas as curvas quadraticas,

precisamos aumentar a dimensao de X’ a d’ = 5 para aplicar
. 2 2
®: (1,x1,x9) = (1,x1,%9,%],X1%2,X5).

(Descontamos a primeira coordenada pela sua entrada fixa x¢.) Por esta trans-
formacdao de caracteristicas, podemos, por exemplo, trasladar o centro das
elipses da origem (0,0) a qualquer ponto no plano.

Mais geralmente, podemos considerar a transformacao de caracteristicas para
curvas cubicas, enfim, para polinémios de grau Q qualquer. Uma tal transfor-
macao é chamada a transformagao polinomial de grau Q .

Mas, cautela! Agora d = 2 tornou se 4’ = Q(Q + 3)/2. Além de aumen-
tar o esforco computacional do algoritmo, aumenta a dimensao de Vapnik-

~

Chervonenkis, por exemplo, para o Perceptron de dyc(H) = d+1 =3 a
dve(H) =d"+1=[Q(Q +3)/2] + 1.

Surge outra vez o dilema entre o erro geral e o erro especifico:
e Se aumenta d’, entao

— diminui Ep, mas
— aumenta dyc(H’) e entdo Ap.

e Se diminui d’, entao

— aumenta Ep, mas
— diminui dyc(H’) e entdo Ap.
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5.3 O Artificio do Nicleo

Dada uma transformacdao ®: X — X’ do espago vetorial X de dimensao
menor ao espaco vetorial (de re-descricao) X’ de dimensao maior. O artificio no
Artificio do Niicleo consiste em calcular o nicleo (= produto escalar transformado)
K :=®(:) - O(-) sobre X’ diretamente a partir de X, sem conhecer X’ nem !
Como X é de dimensao menor, fica computacionalmente mais econémico.

Em vez de definir a transformacgao @, o produto K é definido diretamente e a
existéncia de @ é implicita; se K satisfaz uma certa positividade, ela é assegurada
pelo Zeorema de Mercer.

Com efeito, recordamos que o objetivo final num problema de aprendizado é a
escolha da melhor hipétese £ em H pelo algoritmo A a partir da amostra D.
Para nos, melhor quer dizer minimizar certo erro Eph sobre a amostra D. Em
todos os algoritmos lineares em Secc¢ao 4, identificamos £ com um vetor de
pesos w e obtivemos

* no Perceptron, Epk = #{x em D com w'x # y(x)},
* na Regressdo Linear, Eph = [(w'x1 — y1)? + - + (0w xx — yn)?1/N,
* no Perceptron, Eps =N-! Sp1.n log(1+ e—yanxn).

A observacdo que importa é que em todos os trés casos, para minimizar o
erro Ep(4), basta saber o produto escalar w’x! Em particular, se D é trans-
formado por uma aplicagdo ®: X — X', é suficiente saber o valor do produto
escalar transformado w!®(x) para todos os x em D; portanto, é desnecessario
conhecer @ em si! Na pratica, em vez de definir @, é diretamente definido o
produto escalar transformado K(w,x) := w'x; o Teorema de Mercer define ®
implicitamente.

Principio. Em cada um dos nossos algoritmos lineares em Secg¢ao 4, 0 erro
especifico Ep dependia no final somente de um produto escalar. Ap6és uma
transformacao linear ®: X — X', este toma a forma:

O(x) - ©(y)

Si o espaco vetorial X’ é de alta dimensao, entdo a computacao deste produto
fica impraticavel. A ideia é entdo substituir este produto por uma funcao K da
forma

K(x,p) = ®(x) - D(y).

86
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Données aprées

PCA dans I'espace redécrit
ler axe seulement
(orthogonal au violet)

Figura 23: Aumentar a dimensao por uma transformacao polinémial para poder
separar linearmente

Teorema de Mercer. O Teorema de Mercer (James Mercer, matematico
inglés do século 19) mostra que uma funcdo continua, simétrica e semi-definida
K pode ser expressa por um produto escalar em um espaco vetorial de grande
dimensao.

Mais exatamente, se o dominio X X X de K é um espa¢o mensuravel, e se K é
semi-definida, isto é,

Z K(x,-,xj)c,»cj >0
0

para qualquer conjunto finito {xi,...,x,} no dominio X e conjunto finito
{c1,...,cn} no contra-dominio Y (tipicamente R), entdo existe uma funcao
®: X — X’ onde X’ é um espaco vetorial pré-hilbertiano (provavelmente de
maior dimensao) tal que:

K(x,y) = ®(x) - ©(y)

Vantagem. Assim, o produto escalar em um espaco vetorial de grande
dimensdo é substituido por um nucleo que é mais facilmente calculavel. Esta
¢ uma maneira econémica de transformar um classificador linear em um
classificador nao-linear. Pelo nucleo, a transformagao ®: X — X’ nem precisa
ser explicitada. Desta maneira, mesmo se o espaco vetorial X’ é de dimensao
infinita, o produto escalar transformado, o nticleo, permanece calculavel como
exemplificado pelo nicleo gaussiano radial-simétrica:

K(x,y) = exp(—|x - yl|*/26?).
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Ele é muito usado para SVMs.

Outro exemplo, popular no processamento automatico de linguagem natural, é
o nicleo polinomial

k(xp) = (x-y)°

para um inteiro d > 1.

Aplicagoes. O artificio do nucleo foi apresentada pela primeira vez em
1964 por Aizerman, mas teve pouca repercussio. Ele pegou pelo artigo “A
Training Algorithm for Optimal Margin Classifiers” por Boser et al. (publicado
em 1992) que fundou a teoria dos Support Vector Machines. Desde entdo,
aplica-se em algoritmos de aprendizado de maquina como

e Support Vector Machines,
* analise de componentes principais, e
e analise da discriminante linear.

88



6 Redes Neurais

Recordemo-nos de que, formalmente, em um problema de aprendizado, temos

a entrada X,
a saida Y,
os dados ou a amostra D = {x1,...,xn} (= um conjunto finito em X sobre

o qual a fun¢do alvo é conhecida, isto é, y1 = y(x1), ..., yn = y(¥N) sdo
conhecidos, e

* a funcdo alvo (ou fungao de regressio ou classificadora) y: X — Y (= a
funcao 6tima, que sempre acerta, a ser aproximada; chamamo-la também
de funcao divina para exprimir que existe e é aproximavel com certa
probabilidade, mas inatingivel)

e o método de aprendizado:

* as hipoteses H = {/#: X — Y} (= um conjunto de fun¢Ges que aproximam
)

e uma medida de erro E: X x X — [0,00] que mede a diferenca entre os
valores da hipétese e os da funcao alvo, e

* um algoritmo A que escolhe uma func¢ao 4 em H que aproxima” y “o
melhor”, em particular, minimiza E sobre D.

Uma rede neural (feed-forward ou sem realimenta¢do) consiste em neurdnios
agrupados em camadas onde a entrada de cada neur6nio sao as saidas de todos
os neurénios da camada anterior.

A primeira camada é a da entrada, e a altima a da saida; as outras chamam
se camadas ocultas.

Se a rede neural tem multiplas camadas ocultas, entdo é uma rede neural
profunda, as quais sdo usadas no Deep Learning, no aprendizado profundo.



Cada neurénio é uma funcio

h:RX-- xR —>R
que é uma composicao A(x) = g(f(x)) de

* uma funcao afim, f(x) = ax + b (cujo grafico é uma reta), e
* uma funcao de ativa¢do g(x) que nao é afim.
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6.1 Funcoes de Ativagao

Para a ultima camada (para tarefas de classificacdo) usa-se frequentemente uma
Funcao de Ativacao Softmax definida por:

Softmax(x); =

onde x é um vetor de ( K ) dimensées e (i) é o indice do elemento.

Ela normaliza a saida de um vetor de valores para uma distribui¢cdo de proba-
bilidade.

Funcdo de Ativacao ReLU (Unidade Linear Retificada). Definida por:
ReLU(x) = max(0, x)

* Nao-saturante, o que reduz o problema de gradientes que desaparecem
(vanishing gradients) para valores positivos de ( x ).
* Eficiéncia computacional devido a sua simplicidade.

Funcao de Ativagao Leaky ReLU. Definida por:

X sex >0
LeakyReLU(x) = {
ax sex <0

onde a é um pequeno coeficiente positivo.

* Visa resolver o problema de neurénios “mortos” em ReLU, permitindo
um pequeno gradiente quando ( x ) é negativo.
* Mantém as vantagens computacionais da ReLU.

Funcao de Ativagao Sigmoide. Definida por:

1
1+e*

o(x) =

* Mapeia a entrada para um intervalo entre o e 1.

* Suave e diferenciavel em todo o seu dominio.

* Suscetivel ao problema de gradientes que desaparecem para entradas
com grande magnitude.
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Funcao de Ativacao Tangente Hiperbolica (tanh). Definida por:

e2* —1

tanh(x) = m

* Mapeia a entrada para um intervalo entre -1 e 1.

* Suave e diferenciavel em todo o seu dominio.

* Também pode sofrer do problema de gradientes que desaparecem, embora
em menor grau que a sigmoide.

6.2 Rede neural de camada Unica

Para entender esses diagramas, vamos comecar o curso com redes neurais de
camada unica: Uma rede Perceptron que tem uma tnica camada oculta e uma
Unica saida consiste em um tinico neurdnio.

Um neurénio descreve uma classe de problemas de aprendizado cujas hip6teses
sao caracterizadas pela composicdo de uma funcao de saida nao linear com
uma funcio afim; essa classe inclui, entre outros métodos,

* regressao linear,

* 0 Perceptron ou discriminador linear para classificacao binaria,

» multiClass-Perceptron para classifica¢do finita, ou seja, entre um ntimero
finito de classes,

* regressao logistica,

* regressdo logistica multinomial (ou regressao softmax).

Neles,

* aentrada é X =R X --- X R (possivelmente unidimensional), e

» a saida Y depende do tipo de neurénio:

para regressao linear, Y = R,

para o Perceptron, € binario, Y = {+1},

para o MultiClass-Perceptron, ele é finito, Y = {0,1,...,n},

para a regressao logistica, Y = [0,1],

para regressao logistica multinomial (ou regressao softmax), Y con-
siste em matrizes finitas (1,99, ...,y,) cujas entradas nao negativas

somam 1.
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uma rede neural com um unico neurénio](./images/single-perceptron.png)

O método de aprendizado:
¢ cada hipétese é a composicao h=go f de

1. uma funcio de saida ndo linear, geralmente niao constante, limitada,
monotonamente crescente e continua. Os exemplos sao

— para regressao linear, a identidade g = id,
— para o Perceptron, o sinal g(x) =1 se x > 0 e —1 caso contrario,
— para o MultiClass-Perceptron, g = argmax, ou seja, o argumento
i com f;(x) = max{fi(x),..., fu(x)},
— para regressao logistica
* a funcao logistica 6: R — [-1,1] definida por 6(x) =1/(1+
e*), ou
* a funcao tangente hiperbdlica 6 = tanh: R — [-1,1] defi-
nida por tanh := (e —e™)/(e’ +e7).
— para a regressao logistica multinomial, a funcao Softmax(x); =

eri
K X
Zj:1e 7

2. uma funcao final k, ou seja, uma funcdo que é definida por deter-
minados coeficientes w;, wy, ... e por um determinado limiar
b:
h(x) =w'x+b=wix1 ++wyxg+b.

Se a func¢do tiver um tnico argumento, ela sera afim se, e somente
se, seu grafico for uma linha reta. O peso corresponde ao grau de
inclinagao (também chamado de coeficiente de angulo) e o limite a
altura em que o grafico cruza a ordenada.

* uma medida de erro E: X X X — [0,0] que mede a diferenca entre os
valores da hipétese e os da fungao-alvo:

— para regressao linear, a distdncia ao quadrado,

— para o Perceptron (e o MultiClass-Perceptron), a contagem do nu-
mero de valores diferentes entre y e 4,

— para regressao logistica (e multinomial), o log-likelihod, a maxima
verossimilhanca.
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e um algoritmo A que escolhe uma fun¢dao 4 em H que “aproxima y da
melhor forma”, ou seja, minimiza E em D; para saidas continuas, como
(um intervalo em) R, o método (estocastico) de inclinacio maxima é
normalmente usado, mas o método de Newton também ¢é possivel como
alternativa.

6.3 Teorema de aproximacao universal para redes de camada Unica

O Teorema de Aproximacao Universal para Funcoes de Ativacao Nao Polinomi-
ais afirma que uma rede neural com uma unica camada oculta pode aproximar
qualquer funcdo continua em um dominio compacto, independentemente da
dimensao dos espacos de entrada e saida, com qualquer grau de precisao
desejado, desde que a funcdo de ativagdo seja continua e ndo polinomial e que
possamos ter tantos neurdnios na camada oculta quantos forem necessarios
para atingir a precisdo desejada.

Teorema de aproximagdo universal para func¢des de ativagdo nao polino-
miais: Seja 6 : R — R seja uma func¢ao continua. Entao, 6 nao é polinomial
se e somente se, para toda funcao f € C(K,Y) definida em um conjunto com-
pacto K € R"” com valores em R™ para quaisquer n e m, e para todo € > 0,
existirem

¢ uma matriz A € R®” e um vetor b € R,
o uma matriz C € R™,

para algum £ € N, de modo que g : R*" — R™ é definida por
gx)=C-(co(A-x+1b))

satisfaz

sup ||/ (x) = g(x)[ <.

xeK

Interpretacao. O Teorema da Aproximacdo Universal oferece uma garantia
tedrica de que as redes neurais tém o potencial de modelar qualquer fungao
continua com qualquer nivel de precisio, desde que haja uma funcao de ativacao
nao polinomial adequada e um nimero suficientemente grande de neurdnios
na camada oculta.
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Considere uma funcdo f que desejamos aproximar. Essa funcao recebe um
vetor de um espaco de n dimensdes e produz um vetor em um espaco de m
dimensoes. O espaco do qual as entradas sao retiradas é compacto, o que
significa que é limitado e contém todos os seus pontos-limite, o que é uma
situacdo comum em aplicagdes praticas.

A rede neural em questao, representada por g(x), ¢ um modelo matematico
que tenta imitar o comportamento de f. A rede faz isso transformando o vetor
de entrada x usando uma combinacdo de operagdes lineares e nao lineares. A
parte linear envolve a multiplicacao de x por uma matriz A e a adicdo de um
vetor b, enquanto a parte nao linear é tratada com a aplicagao da funcao de
ativacdo ¢ ao resultado.

A dimensao £ representa o nimero de neurénios na camada oculta da rede
neural. Cada neur6nio contribui para a capacidade da rede de capturar um
aspecto diferente da fun¢do f. As matrizes A e C e o vetor 4 sao os parametros
da rede neural que sdo ajustados durante o processo de treinamento para
minimizar a diferenca entre a saida da rede e os valores reais da funcao.

A dimensao £ é crucial porque determina a capacidade da rede neural de
aproximar fun¢des complexas. Um £ maior significa mais neurénios na camada
oculta, o que, por sua vez, significa mais flexibilidade para a rede neural ajustar
a funcdo f. Entretanto, nem sempre o simples fato de aumentar £ produzira
melhores aproximacdes; os parametros da rede também devem ser ajustados
de forma otimizada, geralmente por meio de treinamento.

Teorema de aproximacao universal de Leshno para redes neurais feed-
forward de camada Unica. Seja 6 : R — R seja uma fun¢io de ativacio
continua, nio constante e nao polinomial. Considere K ¢ R” como um conjunto
compacto. Nosso objetivo é mostrar que o conjunto de fun¢es da forma

m

fx) = Z Ciﬁ(aiTx +b;),

i=1

onde ¢; € R, a; € R*, b; € Rem €N, é denso em C(K,R), o espago de funcoes
continuas em K com a norma do supremo.
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Etapa 1: nao densidade das fungoes de ativacao polinomial. Seja ¢ € C(R").
Suponha que ¢ seja um polinémio de grau k. Entdo, 6(w - x + b) também é um
polinémio de grau £ para todo w € R" e b € R. O conjunto C; de polindmios
algébricos de grau no maximo £ é exatamente o conjunto de fun¢des que podem
ser representadas por esse 6. Como C; é um subconjunto adequado de C(R"),
ele ndo ¢é denso em C(R").

Etapa 2: a densidade em C(R") implica a densidade em C(R). Suponha
que ¢ nao seja um polindmio. Se S;1 é denso em C(R), entdo S;, é denso em
C(Rmn), uma vez que o espaco V abrangido por func¢oes da forma f(w - x), em
que f € C(R) e w € R”, é denso em C(R").

Etapa 3: as fungoes de ativacao suave sao densas em C(R). Se o € C*(R),
o conjunto de todas as fun¢des com derivadas de todas as ordens, entdo S;1 €
denso em C(R). Para isso, basta mostrar que S;1 contém todos os mondémios
pelo Teorema de Weierstrass.

Para todo w e 6 em R, o quociente da diferenca (de funcées) [c((w+£) - +0) —
o(w-+0)]/h esta em S; 1. Como o € diferenciavel e S;; é completo, a primeira
derivada ﬁc(w - +0)|=0 = -6’(0) de 6(hx) com relacio a £ em 0, como limite
desses quocientes de diferenca, estd em S;31. Como ¢ ndo é constante, ha 6y
de modo que 6’(0) # 0. Assim, descobrimos que - esta em S¢ ;.

Iterativamente, %G(w - 40)| =0 = -¥6’(0) em Sg1. Como 6 nio é polinomial,
existe para cada k£ algum 0; tal que ¢’(0;) # 0.

Portanto, todo monémio * esta em Se1-

rvacao: ja prov. I roxi a iver
Observacao: Neste ponto, ja provamos o Teorema de Aproximaciao Universal
para func¢des de ativacdo sigmoidais classicas (suaves).

Infelizmente, a funcdo de ativacao mais comum atualmente, a ReLU, nao é

suave em 0; portanto, é necessario trabalho adicional para uma funcao de
ativacao meramente continua:



Etapa 4: Aproximagao de funcoes de suporte compactas. Para ¢ € CP(R),
o espaco de funcdes suaves com suporte compacto, ¢ * ¢ € S;1, em que *
denota convolucao.

Isso é comprovado pela aproximac¢ao da integral da convolu¢do usando uma
soma de Riemann, que converge uniformemente para ¢*¢ em qualquer intervalo
compacto.

Etapa 5: densidade em C(R) para convolucao nao polinomial. Se ¢ = ¢
nao for um polindmio para algum ¢ € C°(R), entdo S;1 é denso em C(R).

Isso decorre das etapas 3 e 4, ja que 6 * ¢ pode ser demonstrado como sendo
suave.

Neste ponto, resta mostrar que isso sé6 pode ocorrer se ¢ for polinomial:

Etapa 6: a convolugao polinomial implica a ativagao polinomial. Se o * ¢
for um polindmio para todos os ¢ € C°(R), entdao existe um m € N de modo
que © - @ seja um polindmio de grau no maximo m para todos os ¢ € C(R).

Etapa 7: a convolucao polinomial implica a ativagao polinomial. Se o = ¢ é
um polindmio de grau no maximo m para todos os ¢ € C;°(R), entdo ¢ é um
polinémio de grau no maximo m (em quase todos os lugares).

Conclusao. O conjunto de combinagdes lineares finitas de translag¢oes e
dilatacoes de ¢ é denso em C(K,R). Isso significa que, para qualquer func¢ao
continua g : K — R e qualquer € > 0, existe uma funcao f € d tal que
|lf — gllo < €, em que || - ||c denota a norma do supremo.

6.4 Rede neural de multiplas camadas

Uma rede neural feedforward consiste em varias camadas:

¢ a camada de entrada,
e camadas ocultas e
¢ a camada de saida.
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uma rede neural com duas camadas ocultas](./images/multilayer-perceptron.png)

Hipotese. Cada camada é uma fun¢io de varias entradas e saidas R x - - - X
R — R x--- X R da seguinte forma:

1. A camada de entrada é a identidade,

2. cada camada oculta é uma matriz h = (%1,49,...) de neurdonios. Cada
neurénio £ é a composicao £ =go f de

1. uma funcdo de ativagdo g fixa, ou seja, a mesma para todos os
neurdnios em todas as camadas ocultas (mas nao para as da camada
de saida). Por exemplo, a funcdo tangente hiperbdlica 6 = tanh: R —
[-1,1] definida por tanh := (e* —e™)/(e* +e7*).

2. uma funcao afim f que é definida por certos coeficientes w1, wy,
. e por um certo limiar 4, ou seja

fx)=w'x+b=wixy +-+wgxg +b

3. A camada de saida é um neurdnio em que a fungdo de ativacdo € uma
funcao de saida que pode ter uma forma diferente, por exemplo,

* para regressdo linear, a identidade g = id,
* para o Perceptron, o sinal g(x) =1 se x > 0 e —1 caso contrario,
* para o MultiClass-Perceptron, g = argmax, ou seja, o argumento
com f;(x) = max{fi(x),.... fu(%)},
* para regressdo logistica
— a funcao logistica 6: R — [-1,1] definida por 6(x) = 1/(1+¢%),
ou
— a funcao tangente hiperbélica 6 = tanh: R — [-1,1] definida
por tanh := (e® —e™*)/(e’ +e7°).
* para regressdo logistica multinomial, a funcdo ‘softmax
Se todos os neurdnios da mesma camada tiverem o mesmo niimero de entradas

que os neurdnios da camada anterior, entao a rede perceptron € totalmente
conectada;



A funcao (de hipotese & que se aproxima da funcdo divina) de uma rede neural
de propagacio direta é a composicado sucessiva dos multiplos da fungao para

cada camada
LF=hioh?0--.

6.5 Teorema de aproximacao universal para redes ReLU limitadas por
largura

Lembremos que a funcdo de ativacdo da ReLU (Unidade Linear Retificada) é
definida como o(x) = max(0,x).

O Teorema de Aproximacao Universal para Redes ReLU Limitadas por Largura
estende o Teorema de Aproximacdo Universal (UAT) classico para redes ReLU
limitadas por largura.

Teorema: Para qualquer funcdo integravel de Lebesgue f : R” — R e para
qualquer precisdo desejada € > 0, existe uma rede neural ReLU totalmente
conectada A com uma largura d,, < n + 4 que pode aproximar f com um erro
de L! de €. A fungdo F representada pela rede A satisfaz:

" |f(x) —Fa(x)| dx < e.

Esse teorema mostra que as redes com uma largura limitada, especificamente
nao mais do que quatro unidades maiores do que a dimensao de entrada, ainda
podem aproximar qualquer funcao integravel de Lebesgue arbitrariamente bem
no sentido de L! em todo o espaco euclidiano.

Comparacao com o Teorema de Leshno. O UAT com limite de profun-
didade de Leshno mostrou que as redes feedforward multicamadas com uma
funcao de ativagao nao polinomial, como a fun¢do ReLU, sdo densas no espago
de funcdes continuas em subconjuntos compactos de R"” com relagao a norma
L>.

Esse teorema com limite de largura difere do teorema de Leshno em varios
aspectos importantes:
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1. Espaco funcional: O teorema de Leshno considera func¢des continuas em
dominios compactos, enquanto o teorema de limite de largura considera
funcoes integraveis de Lebesgue em todo o espaco euclidiano.

2. Norma: O teorema de Leshno usa a norma L™, que mede o erro maximo
entre a funcdo de destino e a funcdo de aproximacao. O teorema de limite
de largura usa a norma L!, que mede o erro médio em todo o dominio.

3. Arquitetura de rede: O teorema de Leshno nao impde restricoes a largura
da rede, permitindo que ela cres¢a conforme necessario. O teorema da
largura limitada, por outro lado, restringe a rede a ter uma largura nao
superior a n + 4.

4. Dominio de aproximacao: O teorema de Leshno exige que o dominio
seja compacto, o que ndo é o caso do teorema da largura limitada.

5. Funcdo de ativagdo: Ambos os teoremas consideram redes com fungdes
de ativacao ReLU, mas as implicacdes de seus resultados sdo diferentes
devido a outras condicoes diferentes.

Prova (esbogo). Para qualquer fungao integravel de Lebesgue f : R” — R
e qualquer precisao de aproximacao predefinida € > 0, construimos explici-
tamente uma rede ReLU de largura (n + 4) para que ela possa aproximar a
funcao com a precisdo determinada (dentro de um erro de L! de € > 0). A rede
é uma concatenacdo de uma série de blocos. Cada bloco satisfaz as seguintes
propriedades:

1. E uma rede ReLU com profundidade-(4n + 1) e largura-(n + 4).

2. Ele pode aproximar qualquer funcdo integravel de Lebesgue que seja
uniformemente zero fora de um cubo com comprimento 6 com alta
precisao,

3. Pode armazenar o resultado do bloco anterior, ou seja, a aproximacgao de
outras funcdes integraveis de Lebesgue em cubos diferentes;

4. Ele pode somar sua aproximacao atual e a memoria das aproximacoes
anteriores.

Etapa 1: Truncamento e decomposicao. Dado f e €, selecione N de modo
que a integral de |f| fora do cubo [-N,N]” seja menor que €/2. Defina f; e f5
como as partes positivas e negativas de f truncadas no cubo E = [-N,N]”. Em
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seguida, decomponha f; e f; em fungdes simples que sdo somas de fungoes
indicadoras de cubos J;; dentro de E. Essa decomposicao pode ser feita de
modo que o erro de L! seja menor que €/4:

O indice i assume dois valores, 1 e 2, correspondentes as partes positivas e
negativas da fun¢ao f truncada no cubo E = [-N,N]”. Especificamente:

» i =1 corresponde a fi(x), que representa a parte positiva de f dentro do
cubo E.

* i =2 corresponde a fy(x), que representa a parte negativa de f dentro
do cubo E.

O indice j enumera o conjunto finito de cubos menores de dimensédo = J;;
que cobrem a regido onde f; é diferente de zero. Esses cubos sao usados para
construir fun¢des simples que aproximam f; por uma soma finita de fungoes
indicadoras ponderadas. O processo é o seguinte:

1. Para cada i € {1,2}, considere a regidao V} sob o grafico de f; sobre o
cubo E. Essa regido é mensuravel, e nosso objetivo é cobri-la com um
numero finito de cubos (z + 1)-dimensionais J ;.

2. Usando as propriedades da medida de Lebesgue, podemos encontrar uma
cobertura de Vi por um nimero finito de cubos (% + 1)-dimensionais J ;,
de modo que a medida da diferenga simétrica entre Vi e a unido desses
cubos seja pequena (menor que €/8 para cada 7).

3. O indice j vai de 1 a n;, onde n; é o nimero de cubos J;; na cobertura
para V.

Etapa 2: Construcao de unidades Gnicas de ReLU (SRUs).  Para cada cuboJ;;,
construimos uma Single ReLU Unit (SRU) que aproxima sua func¢do indicadora.
A SRU é uma rede ReLU rasa com largura de n + 4 e profundidade de 3. Ele
aproxima a func¢ado indicadora do cubo de dimensdo » manipulando o espaco
de entrada por meio de uma série de transformacdes afins e ativacdes ReLU. A
saida final € uma func¢ido que se assemelha muito a fungdo indicadora dentro
de uma margem de erro controlada.

Forma do SRU. Uma Single ReLU Unit (SRU) € uma sub-rede projetada para
aproximar a func¢ao indicadora de um cubo de dimensdo zn. A SRU tem uma
largura de n + 4 neurénios e uma profundidade de 3 camadas. A arquitetura
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da SRU é adaptada para manipular o espaco de entrada de forma a produzir
um valor préximo a 1 dentro do cubo de destino e transi¢des para o fora do
cubo.

Aproximagao da funcao indicadora. Considere um cubo n#-dimensional X =
[a1,b1] X ... X [ay,,b,] e sua funcao indicadora ¢x definida por ser igual a 1
em X e 0 fora dele. Para aproximar ¢x usando uma SRU, construimos uma
funcao linear por partes que imita esse comportamento usando a func¢ao de
ativacao ReLU, definida como 6(z) = max{0, z}.

Camada 1: Transformacao de entrada. A primeira camada do SRU consiste
em 7 neurénios que realizam uma transformacdo afim em cada coordenada de
entrada x; para preparar a ativacdo ReLU. Para cada dimensao i, temos dois
neuronios:

1. Um neurdnio calcula (x; — a;)*, que é ativado quando x; é maior que q;.
2. Outro neurdnio calcula (4; — x;)*, que é ativado quando x; é menor que

b;.

Camada 2: Interseccao de meios-espagos. A segunda camada pega as saidas
da primeira camada e as combina para formar a intersecdo dos meios-espagos
correspondentes ao cubo. Cada neurdnio dessa camada recebe entradas de dois
neurdnios da camada anterior correspondentes a mesma dimensao. A saida
de cada neurdnio nessa camada é o minimo das duas entradas, o que é obtido
pela ativacao ReLU:

6 (6(x; — a;) — o(b; — x;)) = min{c (x; — a;),6(b; — x;)}.

Isso garante que o neurénio s6 seja ativado quando x; estiver entre a; e b;.

Camada 3: Agregacao e saida final. A terceira camada agrega os outputs
da segunda camada para garantir que todas as dimensdes estejam dentro do
cubo. Isso é feito somando os resultados da segunda camada e subtraindo uma
pequena margem 8 > 0 para garantir uma desigualdade estrita:

n

G ZG(G(x,-—ai)—c(bi—xi))—(n—1+6) :

i=1
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A subtragdo de (n — 1+ d) garante que o resultado seja 1 somente se todas as
dimensdes n estiverem dentro dos limites do cubo. A saida sera o se alguma
dimensao estiver fora do cubo.

Qualidade da aproximagao. O SRU aproxima a fungio indicadora ¢x pro-
duzindo uma forma hipertrapezoidal dentro do cubo X. Ao ajustar a margem
8, podemos controlar a inclinagdo da transi¢cdo de 1 para o nos limites do
cubo. Quanto menor for o §, mais préxima sera a aproximacao da verdadeira
funcdo indicadora. No entanto, existe uma compensacdo entre a inclinacao da
transicdo e a suavidade da aproximacao.

Ao integrar a diferenca absoluta entre a funcao indicadora ¢x e a saida da
SRU em todo o espago, podemos garantir que o erro seja menor que um
limite especificado. Isso é obtido selecionando um 6 adequado que equilibre a
qualidade da aproximac¢do com o nivel de precisao desejado.

Etapa 3: Montagem da rede. A rede completa A é construida pela concate-
na¢ao de varias SRUs (Single ReLU Units) para todos os cubos J;; e camadas
adicionais para combinar suas saidas. Cada SRU é responsavel pela aproximacao
da fungdo indicadora de um cubo J;;, e a rede deve somar essas aproximacoes
para formar a aproximacao geral de f. A rede A foi projetada para aproximar
a parte positiva fj e a parte negativa f; da funcao f separadamente e, em
seguida, combinar essas aproximacdes para produzir a aproximacao final de

f.

Concatenacao de SRUs. Cada SRU é uma sub-rede de profundidade 3 que
aproxima a fun¢do indicadora de um cubo J;;. A rede A concatena essas SRUs
para todos os cubos J;; que foram identificados na decomposi¢io de f; e fo.
A saida de cada SRU é uma fun¢ao ¢;; que aproxima a funcao indicadora
correspondente ¢ ;.

Armazenamento de aproximagoes de SRU. A rede A contém camadas que
armazenam as saidas das SRUs. Essas camadas sao projetadas para reter as
informacgdes das SRUs anteriores enquanto processam a SRU atual. Isso é
obtido por meio de um conjunto de neurénios que atuam como “unidades de
memoria”, que simplesmente passam os valores de uma camada para a seguinte
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sem nenhuma modificacao. Esses neur6nios garantem que as aproximacoes de
todas as SRUs estejam disponiveis para a soma final.

Soma de aproximagoes. Depois que as SRUs tiverem calculado suas respecti-
vas aproximacdes, a rede precisara somar essas aproximacoes para formar a
aproximagao geral de fi e fy. Isso € feito por camadas adicionais que combinam
as saidas das SRUs. Especificamente, a rede tem neurénios dedicados a somar
as saidas das SRUs correspondentes a f; e, separadamente, as saidas das SRUs
correspondentes a fo.

Para cada parte f;, a soma é calculada da seguinte forma:
i
Z bn+1,j,z‘(Pj,z‘(x),
j=1

em que b,41,;; € o comprimento do (7 + 1)-ésimo lado do cubo J;;, que atua
COMO Um peso para a aproximacao ¢;,.

Insuficiéncia de redes com profundidade limitada. O Teorema 1 implica
que ha um ponto de ruptura para o poder expressivo das redes ReLU a medida
que a largura da rede varia em 7z, a dimensao de entrada. Nao é dificil perceber
que, se a largura for muito menor que n, o poder expressivo da rede deve ser
muito fraco. Formalmente, temos os dois resultados a seguir:

Teorema (Falha da aproximagao universal no espaco euclidiano). Para
qualquer funcao integravel de Lebesgue f: R® — R que satisfaca que {x :
f(x) # 0} seja um conjunto de medidas positivas na medida de Lebesgue e
qualquer funcdo Fa representada por uma rede ReLU totalmente conectada A
com largura de no maximo n:

/ |f(x) —Fa(x)|dx igual a qualquer um + o0 ou / |f(x)|dx.
R" R"

Esse teorema diz que, mesmo quando a largura € igual a n, a capacidade de
aproximacao da rede ReLU ainda é fraca, pelo menos no espaco euclidiano
R"™. No entanto, se restringirmos a fun¢do em um conjunto limitado, ainda
poderemos provar o seguinte teorema:

Teorema (Falha da aproximacao universal em um dominio compacto).
Para qualquer func¢ao continua f: [-1,1]" — R que nio seja constante em
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nenhuma diregdo, existe um €* > 0 universal de modo que, para qualquer
funcao Fa representada por uma rede ReLU totalmente conectada com largura
menor que 7z, a distincia L! entre f e F é de pelo menos €*:

/[-1 1

>

@) -Fa@ldr> ¢

Ou seja, para qualquer funcao continua f : [-1,1]" — R, que varia em todas as
direcbes, ha um limite inferior €* na distancia L! entre f e qualquer aproximagio
Fa que possa ser obtida por uma rede ReLU totalmente conectada com menos
neurdnios em sua(s) camada(s) oculta(s) do que a dimensionalidade do espago
de entrada.

Prova (esbogo). Considere uma rede ReLU totalmente conectada A com en-
trada ¥ = (x1,x9,...,%,) e valores do n6 da primeira camada y = (y1,%9,. . .,9n)
onde m < n. A saida dos n6s da primeira camada é dada por:

yi = (bi + Z dijxj)+
i=1

J

parai=1,2,...,ne j=1,2,...,m, sendo b; e a;; os parametros da rede.

Etapa 1: Existéncia de uma direcao que nao afeta. Como m < n, existe um
vetor diferente de zero Xy € R" ortogonal a extensdo dos vetores formados pelas
transformacoes afins da primeira camada. (Ou seja, ele esta no nucleo da parte
linear da transformacdo afim) Ou seja, mover-se ao longo de Xy ndo afeta a
saida da primeira camada e, portanto, Fo é constante ao longo de .

Etapa 2: Estabelecimento do limite inferior e. Demonstramos que, para
qualquer fun¢do continua f e um vetor unitario fixo ¥y, existe um € positivo
de modo que, para todas as funcdes continuas F constantes ao longo de xj, a
distancia L! entre f e F é de pelo menos e:

Deixe U(ag,r) denotar a bola aberta de raio r centrada em 4y em R”

Como f nao é constante em nenhuma diregao e é continua, existem dois pontos
a € by ao longo de ¥y, um raio r > 0 e uma constante ¢ de modo que, para
todos os a € U(ap,r) e b € U(by,r), temos f(b) — f(a) > c.
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Temos F(b — by + ap) = F(b), porque F é constante ao longo da direcao de a
para b. Usando a desigualdade triangular, obtemos:

| (6) =F(B)| +|f (& = bo + ao) = F(b = bo +ao)| > f(b) = f(b—bo+ao) > c,

ja que b— by < r e, portanto, b — by + ap em U(ap, r). Integrando ambos os lados
sobre a bola U(bg,7) com relacao a b, obtemos:

/ £ (8) —~F(B)| db + / £ (b= bo+ ao) — F(b— b+ ap)| db
U(bo,r)

U(bo,r)

:/ |f(b)—F(b)|db+/ |f(b) —F(b)|db > 2V¢
U(bo.r)

U(ap.r)
em que V denota a medida de Lebesgue de U(bo,r) (e U(aop,r)). Portanto,
escolhendo € = V¢, temos |[F — f|i1 > €

Etapa 3: Argumento de continuidade e compacidade. Como € é positivo
e continuo como funcdo de Xy (devido a continuidade de f e F), e como o
conjunto de todos os vetores unitarios X forma um conjunto compacto (a
superficie da esfera unitaria em R"), ha um limite inferior uniforme €* > 0 em
todos os vetores unitarios x.

6.6 Largura versus profundidade das redes neurais

Em Telgarsky (2016), Telgarsky mostrou que existem fun¢des computaveis por
uma rede ReLU profunda com um numero polinomial de unidades que nao
podem ser aproximadas por nenhuma rede superficial (uma rede com apenas
uma camada oculta), a menos que ela tenha exponencialmente muitas unidades.
O resultado principal implica que, para qualquer nimero inteiro positivo £,
existe uma func¢io f : R — R que é calculada por uma rede neural com 23 +8
camadas e 3k% + 12 nés no total, de modo que nenhuma rede mais rasa com
no maximo k£ camadas e menos de 2% nés pode aproximar f dentro de uma
distancia L! de 61—4 sobre o cubo unitario [0,1]¢.
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Ideia de prova. A prova constr6i uma fun¢io dente de serra especifica
usando uma rede profunda com ativa¢des ReLU. Essa fun¢ao oscila rapidamente
e tem muitos “dentes”, que sdo essencialmente pecas lineares com inclinacoes
alternadas. A construcao é tal que cada camada adicional na rede dobra o
numero de pecas lineares, levando a um aumento exponencial no nimero de
oscilacoes com relacdo a profundidade da rede.

Para aproximar essa funcdo com uma rede rasa, seria necessaria uma peca
linear separada para cada dente da funcao dente de serra. Como o niimero
de dentes é exponencial na profundidade da rede profunda, uma rede rasa
exigiria um nimero exponencial de unidades para atingir um nivel semelhante
de aproximacao.

A prova aproveita a estrutura de composicao das redes profundas, em que cada
camada pode se basear nas transformacoes das camadas anteriores, permitindo
que funcdes complexas sejam representadas de forma mais compacta do que
em redes rasas. Esse resultado destaca os beneficios da profundidade nas redes
neurais, mostrando que a profundidade pode levar a um aumento significativo
no poder de representagao.

6.7 O método do Maximo Declive

Em vez de um limiar, para facilitar a nota¢do, suponhamos que exista uma
entrada adicional igual a 1:

Convencao. Para facilitar a notacdo, suponhamos de agora em diante que
cada camada tenha como entrada um fator igual a 1, isto é&,

X={1} xR x---xR
cujas énuplas numeremos por (xp,¥1,...). Desta maneira, o limiar 4 corresponde

ao peso w, e nao necessita mais ser considerado separadamente.

Medida de Erro. Com a saida ndo discreta, gostariamos de tomar em conta
o tamanho da diferenca 4(x) — y(x) em cada ponto x; usaremos a diferenca
quadratica a este fim, isto é

Ep(h) = [h(x1) = p(x1)]* +- - + [A(xx) = y(xn)]*.
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O método do Maximo Declive. O algoritmo usa o método do Mdximo
Declive para minimizar o erro quadratico. Ele busca um minimo local por um
ponto no qual a derivada, o gradiente, da medida de erro Ep como funcao em
w € zero, isto é, todas as derivadas parciais ao longo dos pesos dos neurénios
esvaem-se.

Mais exatamente, recordemo-nos de que cada camada / tem multiplos neurénios
/zll., e cada neurénio atribui a cada entrada j (= a saida do neurdnio j da

camada precedente) um peso wll. It Para minimizar Ep(w) como fun¢dao dos

l

pesos w = (wfj), isto é, para calcular o gradiente VEp(w) = 8ED(w)/6wl.j,

dado pelas derivadas parciais, e aproximar o valor zero:

1. Inicializa o vetor de pesos w(0) (e define a margem de traslado n > 0).

()
2. Parat=0,1,...

1. Calcula o gradiente g; := VEp(w(?)) em w(¢).
2. Poe a direcdo v, := —g; /|| g/l

3. Atualiza o vetor de pesos w(¢+1) = w(¢) + 1 - v;.

4. Decide se continuar (com w(¢+ 1)) ou terminar a iteracao. (f)

3. Devolve o ultimo w(¢) (isto é, onde a iteracdo parou).
Quanto a (), as escolhas iniciais de n e w(0),

* uma escolha comum paran én =01, e

* uma escolha comum para w(0) é 0, ou, para evitar o risco de uma ma
escolha especifica, escolher cada peso wj, ..., w; independentemente por
uma distribuicdo normal.

Quanto a (¥), um bom critério para a decisdo sobre a termina¢do da iteracgao,
ele é dado pela satisfacdao de

e um limiar minimo do erro Ep (isto é, terminamos quando Ep for menor
do que um certo limiar, ou seja, quando o erro é suficientemente pequeno),
e

e um limiar minimo da variacdo do erro AEp (isto é, terminamos quando
AEp for menor do que um certo limiar, ou seja, as variaces do erro sao
suficientemente pequenas),

enquanto ¢ = 0,1,... ndo chegou a
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e um numero maximo T de itera¢des (como um critério de seguranca caso
os dois critérios acima nao se apliquem).

6.8 Vetorizagao

Para acelerar a computacgao, as saidas da funcdo afim (de multiplas saidas) de
cada camada € calculada por matrizes:

Saida. Em vez de calcular separadamente, para cada neurénio de uma
camada,
— oy L — T
21 =w;x+b1,20 = wyx+ by, ...

a1 = g(z1),a2 = g(22),...,

é mais eficiente calcular
z=Wlx+b

a=(g(x).g(z),...)

onde z = (21,29,...), b = (b1,b9,...) € W € a matriz com as linhas w1, wo, ...

Amostra. Para vetorizar, simultanear, a computa¢ao sobre multiplas entra-
das, isto é, sobre todos os exemplos x1, X2, ... da amostra, pomos

X = (x1,%9,...) e b=1(b,b,...)
e calculamos

Z = (21,22,...) =WX+5b

6.9 Auto-diferenciagao inversa pela Regra da Cadeia
Dada uma rede neural de propagacao a frente cuja medida de erro é o erro

quadratico. Dada uma amostra x1, ..., xx com valores y(x1), ..., y(xn), (a
metade d’) o erro quadratico é

E = (Ilh(x1) = y(x0) I + - - + lh(xn) = y(xn)[1*) /2N,
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(O fator de normalizacao 1/2 simplificara a férmula da derivada a seguir.) A
rede é parametrizada pelos pesos w = (w! ;) dos neurénios. Queremos minimizar
E em dependéncia de w. Para minimizar E em dependéncia de w, calculemos
as derivada parciais

OE /0w,

para, idealmente, encontrar um zero comum entre elas. Como

E = (Ilh(x1) = y(x) > +- - + lh(xn) = y(xn0)[1*) /2N,

e
() = y()11* = (k1 (x) = y1(2))* + - + (ha(x) = ya (%)),

podemos primeiro calcular 8E/6wll.j para cada exemplo x = x1, ..., AN e cada

neurénio i = 1, ..., d da saida e depois somar os resultados. Logo, para

simplificar as férmulas, suponhamos um #nico exemplo x e um #nico neurénio
de saida, isto é, N=1e d =1 tais que

E = 5 (h(x) - y(x))"

Pela Regra da Cadeia,
I _ [ l l
OE/0w;; = OE/dz; - 0z;[0w;; ()

onde zj. é a funcao afim do neurénio j da camada / cujo valor em x é computado

por
l [ 1-1 l 1-1
z;(x) = w4, (x)+w1].a1 (x)+---

Para o neurénio i na camada /, denotemos

* a sua fungdo afim por z{ := Fl,
* a sua fun¢do nao-afim por g,
* a sua fungdo composta por al =g oz, e

o fator ao lado esquerdo do produto em (), o erro da saida, por

[l ._ )
8% = 9E/0z..

Para calcular o fator ao lado direito do produto em (), observemos que pela
Regra do Produto

l l _ -1 I I-1 I _ 11
azj/aw,.j —6(w0ja0 +wy a9 +-~)/6wij =a; .
Concluimos

OE/dw; = 8" -al . (1)

110



A Derivada do Erro da Ultima Camada. Calculemos o fator ao lado es-
querdo do produto em (*), o erro 8 da saida, do #nico neurénio da #ltima
camada L. Pela Regra da Cadeia,

1
= 9E/dz" = 56((1]“ —y)2/6zL =(go 2 -y)-go 2= (h -y)-go 2.

Concluimos

é‘E/aw 6L L L= (h- g oz L -1,

Expressemos recursivamente as derivadas parciais das camadas anteriores
[ =L-1, ... pelas posteriores; comecemos por expressar as de / = L —1 pelas
de/=L

A Derivada do Erro da Pendltima Camada. Para calcular (9E/6wL L do

neurénio i da peniltima camada L —1, basta por () calcular 6} 1 Para calcular
o erro 8“1 do neurénio i da peniiltima camada L — 1, observemos que z"

depende de a}™1, i, ... Explicitamente,
L_,L L L-1 L-1
d=wrat vwray T = wigo M vwygoay T 4L (%)

Pela Regra da Cadeia
8Lt = 9E /82171 = OE /92" - 92" /92171
Os dois fatores, por defini¢cao respetivamente derivacao parcial de (*x*), sdo
8E/0z}“ =3 e azL/azL = w g ozL 1,

logo
L1 = o/ 0 2l 1l . 5L,

A Derivada do Erro da Antependltima Camada. Para calcular aE/aw}j—Q

do neurénio i da antepeniiltima camada L — 2, basta por () calcular 6%_2. Para
calcular o erro 82 do neurénio i da antepeniiltima camada L — 2, observemos

outra vez que zL 1 depende de aL 2 a% 2, ... Explicitamente,
L-1 L-1 1-2 , L-1 1L-2 -2 -2
Zi = wy e wy ay T —wlj g(z )+w g(z Y+ (kx%)
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Pela Regra da Cadeia

812 = OE /021 = OB/07 0217 102172 = ) 9B J02k 1 - 9217 91
J

onde a tultima igualdade expande o produto matricial do penultimo termo. Os
dois fatores de cada termo da soma, por defini¢cao respetivamente derivacao
parcial de (x * *), sdo
L-1 _ sL-1 L-1/4 L-2 _ , 1-1 L-2,
OE/0z;" =§; e 0z [0z  =w;; g oz
logo
L-2 L-1 ,L-1 L-2 L-2 L-1 sL-1
8, :Z@j w0, g oz =g oz Zwij '6j .
J J
Por inducao, vale esta equagdo para cada neurénio j em qualquer camada
[=L-3,... nolugar de L — 2.

6.0 Algoritmo Propagacao para Tras

O algoritmo da Propagacao para Trds (= Backpropagation) é um algoritmo para
calcular eficientemente o gradiente VE pela Regra da Cadeia (de fungoes
derivaveis). Em geral, fora do contexto de uma rede neural, este algoritmo é
conhecido como auto-diferenciagdo inversa.

Seja n! a fungao do neurénio i da camada /. Lembremo-nos de que n =g o &
para uma funcao de ativacao g e uma func¢ao afim 4. O algoritmo da Propagacao
para Tras,

1. Calcula para cada entrada x = x, os valores dos neurénios para a frente,
isto é, dada a entrada x,

1. calcula A(x) e n(x) = g(h(x)) para todos os neurénios n = nf.j =

go hf.j das camadas ocultas 1, 2, ..., m—1e
2. calcula A(x) e n(x) = g;(h(x)) para todos os neurénios da ultima
camada m.

2. Calcula para cada entrada x = x, as derivadas 8E/8wf ; dos neurénios
para tras, isto é, calcula

1. o erro O™ da ultima camada,
2. os erros 8™ 1, 8™2 .. das camadas precedentes, e
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-1
n;

3. as derivadas parciais 6E/8wfj = 6;

3. Calcula a derivada do erro da amostra inteira
OE/0w!; = OE/0w},(x1) + - - - + OE/ 0w} ; (xN)
4. Atualiza os pesos por
w);(t+1) = w}, (¢ +1) - adE /0w,

Observagdo. A computagao das derivadas das fungdes de ativacdo é usualmente
facil, por exemplo:

*Seg=0=1/(1+e""),entdo g =c(1-0),e
* se gy =1id, entdo g/ = 1.

7 Redes Recorrentes
Redes recorrentes sao redes neurais artificiais que contém ciclos (direcionados).
Fazem sucesso

* no processamento de linguas naturais (= NLP = Natural Language Pro-

cessing), e
* no aprendizado com reforco como no aprendizado dos jogos go e xadrez

(por AlphaGo e AlphaZero).
Redes recorrentes de Elman. As matrizes ponderadas dos neur6nios sao
W(a),W(x),W(y), e W = [W(a)|W(x)]
Pomos, no passo ¢ +1,
a(t+1) = g(@)(Wla®lx(D] +b(a) e y(t+1) = g0)(W(a(d) +b())
onde

» g(a) é, por exemplo, a ReLU ou tanh;
* g(y) é, por exemplo, a funcao logistica.
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Figura 25: Uma rede recorrente
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Figura 26: Uma rede recorrente desdobrada

Comparacao com Redes de retropropagacdo. Uma rede recorrente nio
precisa de ter uma entrada e saida de comprimento fixo, mas ambas podem
variar. Esta restricdo poderia ser contornada por um tamanho méximo suficiente

(da entrada e saida) e preenchimento.

Tipos.
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Summary of RNN types
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Figura 27: Tipos diferentes
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Figura 28: Retropropagac¢ido numa rede recorrente desdobrada
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Retropropagacao através do tempo. —>—>-—>->->->->->>

72 Mapas Auto-Organizaveis

Um mapa auto-organizdvel é usado no aprendizado nao-supervisionado; isto é,
para encontrar um espaco de rétulos Y e aproximar a fun¢ao divina y: X —'Y
que rotula as entradas sem erros.

Sao dados

* 0 espaco de entradas X = R?, e
¢ uma amostra finita D incluso em X.

Como método, usamos como

* espaco de hipoteses H todos os mapas auto-organizaveis: Um mapa auto-
organizdvel é

— um numero finito de neurénios enumerados por i =1, ..., n; cada
neuronio é

* um vetor de pesos w em R?, e
* uma posi¢do p em R™, e
— uma métrica (frequentemente chamada de topologia) h: R™ x R™ —
[0, o[ que mede a distancia entre duas posi¢oes p e ¢; é a composicao
de uma funcdo de densidade probabilista unimodal, isto é, que tem
um unico maximo, com a distincia euclidiana; usualmente,

h(p.g) = exp(=lIp - ¢lI*/20).
— um quociente de aprendizado n em [0,1].

A métrica e o quociente de aprendizado frequentemente sdo parametriza-
dos por um namero de iteracao tal que v(¢) — 0 e A — /iy (na norma de
supremo) para { — oo; usualmente

- T](t) = rlt’ €
- o(t)=c'

para 6 <1 e 6 <1 positivos.
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* como algoritmo, atualizemos para cada exemplo v(¢) em D o vetor dos
pesos w(t) de cada neurdnio por

w(t+1) =w(t)+Aw(t)

onde
Aw(t) = n(8)h(i,io; t)(v(¢) — w)

onde i é o (indice do) neurdnio cujo vetor de pesos é w e iy € o (indice
do) neurénio cujo vetor de pesos minimize

llw —2(2)]l

entre os vetores de pesos w de todos os neurdnios.

Exemplo. Sejam v(1), ..., v(4) dados por
[0.8,0.7,0.4],[0.6,0.9,0.9], [0.3,0.4,0.1],[0.1,0.1,0.3]

e wj e wy por
[0.5,0.6,0.8] e [0.4,0.2,0.5].

Seja n(¢) = 0,5 e h(iip) = 1 se, e tdo-somente se, i = i. Calculamos d;(¢) =
lo(1) — will e da(2) = [[2(1) — wy|

di(2) = (0.5-0.8)%+(0.6-0.7)2+(0.8-0.4)> = 0.26 e do(¢) = (0.4-0.8)%+(0.2-0.7)?+(0.5-0.4)?

Como d; < dy, atualizamos w; e obtemos w; = [0.65,0.65,0.6]. Calculemos
novamente

dy = (0.65-0.6)%+(0.65-0.9)%+(0.60-0.9)2 = 0.155 e dy = (0.4-0.6)%+(0.2-0.9)%+(0.5-0.9)? =

Como d; < do, atualizamos w; e obtemos wy = [0.625,0.775,0.75]. Calculemos
novamente

dy = (0.625-0.3)2+(0.775-0.4)%+(0.750-0.1)2 = 0.67 e dy = (0.4—0.3)%+(0.2-0.4)*+(0.5-0.1)
Como dy < d, atualizamos w9 = [0.35,0.3,0.3]; calculamos
dy = (0.625-0.1)%+(0.775-0.1)%+(0.750-0.3)2 = 0.93 e dy = (0.350—0.1)%+(0.300—0.1)+(0.3C

Como dy < dp, atualizamos w9y = [0.225,0.2,0.3].
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